Kalkulus |

Tanush Shaska







Pérmbajta






Tabelat






Figurat



Njehsimi diferencial Shaska T.

8 (©Albanian Institute of Mathematics


https://sites.google.com/site/aulonnapress/books/textbooks
https://sites.google.com/site/aulonnapress/books/textbooks
http://www.risat.org

Kapitulli 1
Funksioni matematik

Neé kété kapitull ne japim njé pérshkrim
té funksioneve dhe modeleve matematike.
Jané pikérisht kéto funksione dhe modele
ato gé e béjné shkencén e matematikés njé
nga themelet mé té réndésishme té zhvil-
limit teknik dhe industrial t& shogérisé. Mbi
bazén e kétyre modeleve matematike ne
béjmé njé pérshkrim sasior té fenomeneve
té realitetit dhe mundésojmé zgjidhjen e
shumeé prej tyre.

Njé model matematik éshté njé pér-
shkrim matematik i njé fenomeni real sig
éshté numri i popullatés, ose kérkesa pér
njé produkt, shpejtésia e njé objekti lévizés,
pérgéndrimi i njé produkti né njé kérkim
shkencor kimik, jetégjatésia e njé personi,
etj.

Qéllimi i njé studiuesi kur modelon
nje fenomen te natyrés éshté té kuptojé
fenomenin dhe ndoshta té béjé parashikime
pér té ardhmen. Pér shembull njé model
matematik do té na ndihmonte té kuptonim Figura 1.1: Shpella e Piratéve, Karaburun, Vloré.
varésiné e jetés nénujore nga sasia e drités
né shpellén e Haxhi Aliut, njé model i sakté matematik do té€ na ndihmonte té parashikonim rritjen apo rénien e
ekonomisg, performancén e aksioneve né bursg, rezultatet e ndeshjeve té futbollit, et;.

Cfaré parashikimesh mund té realizohen népérmjet Kalkulusit? Mbahuni fort, do té jeté njé det me dallgeé!

1.1 Funksionet dhe modelet matematike
Neé pérpjekjet tona pér pérshkrimin matematik té fenomeneve té botés reale ne zakonisht ndjekim kéto faza:

Faza e paré: Formulohet njé model matematik qé té identifikojé dhe emértojé ndryshoret e varura dhe ato té
pavarura dhe do té béjé supozime té tilla qé ta béjné problemin té thjeshté dhe té pranueshém nga ana matematike.

Faza e dyté: Té pérdoren njohurité matematike pér modelin matematik né ményré qé té arrihet né konkluzione
matematike.

Faza e treté: Interpretimi i kétyre konkluzione matematike si informacion pér fenomenin origjinal real né ményré
geé té na ofrojé shpjegime ose parashikime.

Faza e katért: Puna pérfundimtare éshté té testojmé kéto pérfundime duke kérkuar té dhéna té reja. Né qofté se
kéto nuk pérputhen me realitetin, ne duhet ta rishqyrtojmé modelin toné ose té formulojmé njé model té ri dhe té
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fillojmé ciklin nga e para.

Njé model matematik nuk éshté kurré njé paragqitje e ploté e njé situate fizike, ky éshté idealizém. Njé model i
miré do ta thjeshtonte realitetin né ményré té mjaftueshme pér llogaritjet matematike, por éshté korrekt pér té dhéné
konkluzione me vleré. Eshté e réndésishme té kuptohen kufizimet e modeleve matematike né jetén e pérditshme.

Ka disa tipe t€ ndryshém funksionesh qé mund té pérdoren si modele té fenomeneve té botés reale. Né vazhdim
ne do té diskutojmé sjelljen dhe grafikét e kétyre funksioneve dhe do té japim shembuj modelesh matematike prej
funksioneve té tillé.

Objekti themelor i kétyre shénimeve jané funksionet. Ky kapitull pérgatit rrugén pér studimin e ideve bazé té
funksioneve, grafeve té tyre dhe ményrave té transformimit dhe kombinimit té tyre. Theksojmé se njé funksion
mund té paraqitet né ményra té ndryshme, népérmjet njé:

o ckuacioni,

e tabele,

o grafiku,

o me fjalé.

Ne do té shohim llojet kryesore té funksioneve dhe do té japim shembuj té pérdorimit té tyre funksioneve si
modele matematike té fenomeneve reale.
1.1.1 Meényrat pér té paraqitur njé funksion

Funksionet lindin kur disa madhési varen nga disa té tjera. Kéto madhési mund té pérfagsojné fenomene té
botés reale gé njihen miré, ose mund té jené disi té€ panjohura pér ne. Né kapitujt e paré té kétij libri ne do té
pérgendrohemi tek rasti kur njé madhési e caktuar varet nga njé madhési tjetér. Kéta quhen funksione me njé
ndryshore dhe me njé vleré. Le té shohim shembujt e méposhtém té cilét paragesin disa funksione elementare.

Pérkufizim 1.1. Njé funksion f(x) éshté njé treshe e renditur (A, B, f) ku A dhe B jané bashkési té dhéna dhe
f:A—B

njé rregull sipas té cilit ¢do elementi x nga bashkésia A i pérgjigjet njé dhe vetém njé element i quajtur f(x) nga
bashkésia B. Zakonisht kjo shénohet me simbolin f : A — B.

Ne do té studiojmé funksionet pér té cilat bashkésité A dhe B jané bashkési numrash realé. Bashkésia A quhet
bashkési e pérkufizimit té funksionit. Numri f(x) éshté vlera e f(x) né x dhe lexohet "f e x-it".

Bashkésia e vlerave té funksionit éshté bashkésia e té gjithé f(x) pér x nga bashkeésia e pérkufizimit té funksionit.
Njé simbol qé paraget vlerat nga bashkésia e pérkufizimit té funksionit quhet ndryshore e pavarur. Ndérsa simboli
gé paraqet vlerat nga bashkeésia e vlerave té funksionit quhet ndryshore e varur.

Figura 1.2: Ményra e paraqitjes sé funksionit me ané té diagramave
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Njé tjetér ményré pér té pasqyruar njé funksion éshté népérmjet diagramave. Cdo shigjeté lidh njé element nga
A me njé element nga B. Shigjeta tregon se f(x) éshté i shogéruar me x-in, f(a) me a-né e késhtu me radhé.

Metoda mé e pérgjithshme pér té paraqitur njé funksion éshté ajo grafike. Né qofté se f(x) éshté njé funksion
me bashkési pérkufizimi A, ku ndryshorja e pavarur x dhe ndryshorja e varur y = f(x) marrin vlera nga R, atéheré
grafiku i tij éshté bashkésia e ¢ifteve té renditura:

G:= {(x,f(x)) € R?, pér x né A}

Me fjalé té tjera grafiku i f(x) konsiston né té gjitha pikat (x, y) té planit koordinativ té tilla qé y = f(x) dhe x éshté

nga bashkésia e pérkufizimit té f(x).

Mgé poshté shohim disa shembuj té tjeré funksionesh:

Shembull 1.1. Grafiku i njé funksioni éshté treguar né Fig. ??.

b) Cila éshté bashkésia e pérkufizimit si dhe bashkésia e vlerave té kétij

Zgjidhje: a) Né grafik ne shohim se aférsisht pika (-2, 5) ndodhet né té&,
késhtu gé vlera e f(x) né x = 5 éshté aférsisht 5, pra f(-2) = 5. Me fjalé té
tjera pika e grafikut pér x = —2 éshté aférsisht 5 njési mbi boshtin e x-ve.
Kur x = 3, grafiku ndodhet rreth 9 njési mbi boshtin e x-ve, késhtu qé

b) Shohim gé f(x) éshté i pérkufizuar pér x € [-10,10]. Késhtu qé
bashkésia e pérkufizimit té f(x)-sé éshté segmenti [-10,10]. Vérejmé se
f(x) merr té gjitha vlerat nga 0 deri tek 95, prandaj bashkésia e vlerave té

o TT#”:‘”:”:”':”: a) Gjeni vlerat e funksionit f(—2) dhe f(3).
S ke

:rfw:ffiff:rf :,,,,:,,3,,3,,71,,3 pranojmeé se f(3) = 9.

A tij éshté segmenti [0,95]. Pra, pér sa shohim né figuré,

Figura 1.3: f(x) = x> + xsinx.

f:[-10,10] — [0,95]

Shembull 1.2. Ndértoni grafikun dhe gjeni bashkésiné e pérkufizimit pér funksionin g(x) = x2.

Zgjidhje: Megénése g(2) = 4 dhe g(—1) = 1 mund té bashkojmé pikat (2,
4) dhe (-1, 1) sé bashku me pikat e tjera té grafikut dhe t€ marrim grafikun
e g(x) = x* si né figuré. Ekuacioni i grafikut y = x? paraqet njé parabolé.
Bashkésia e pérkufizimit té tij éshté IR. Bashkésia e vlerave té tij, éshté
ajo e té gjithé numrave té tipit x né katror. Por kéto vlera jané gjithmoné
jonegative, késhtu qé bashkésia e vlerave té tij éshté [0, +00). |

Mé tej vazhdojmé me paragqitjen e funksioneve. Ka katér ményra pér
té paragqitur njé funksion:

1 Verbalisht (népérmjet njé pérshkrimi me fjalé)

2 Numerikisht (népérmjet njé tabele vlerash)

3 Vizualisht (népérmjet njé grafiku)

4 Algjebrikisht (népérmjet njé formule té shtjellur)

Né qofté se njé funksion mund té paragqitet né té katér ményrat, shpesh
pérdoret kalimi nga njé forme paragqitjeje né njé tjetér pér té gjetur té reja
pér funksionin. Pér disa funksione éshté mé e lehté t'i paragesésh né njé
meényré se sa né njé tjetér.

Shembull 1.3. Gjeni bashkésiné e pérkufizimit té secilit prej funksioneve

f(x)=Vx+2 dhe gx)=

©Albanian Institute of Mathematics

O
Né vazhdim shohim njé shembull tjetér.
S T4 R
Lo X
Figura 1.4: Grafiku i g(x) = x2.
X2 —x
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Zgjidhje: a) Pér faktin se rrénja katrore e njé numri negativ nuk ekziston (si njé numér real), bashkésia e pérkufizimit
té f(x) konsiston né bashkésiné e té gjitha vlerave té x-it té tilla qé x +2 > 0. Kjo éshté ekuivalente me x > -2, késhtu
gé bashkésia e pérkufizimit éshté gjysmé-segmenti [-2, +00).
b) Megénése
1 1
x2—x x(x—1)

glx) =

dhe pjestimi me zeron nuk ka kuptim, ne shohim se g(x) nuk éshté i pérkufizuar pérkufizuar uar kur x = 0 ose kur
x=1
Prandaj, bashkésia e pérkufizimit té g(x)-sé éshté {x|x # 0,x # 1} e cila gjithashtu mund té shkruhet ne trajté
intervalesh si (—oo0,0) U (0,1) U (1, +c0). O
Grafiku i funksionit éshté njé kurbé né planin xy. Por lind pyetja: Cilat kurba né planin xy pérbéjné grafik
funksionesh? Késaj pyetje i pérgjigjet testi i méposhtém.

Testi i drejtézés vertikale

MEé poshté japim njé test gjeometrik qé tregon né se njé grafik i
dhéné éshté ose jo funksion.
ateheré kur asnjé drejtéz vertikale nuk e pret kurbén mé shumé se njé heré.

Arsyetimi pér vértetésiné e testit té drejtézes vertikale mund té
shihet né Fig ??. Né qofté se secila drejtéz vertikale x = a do t'a
priste kurbén vetém né njé piké, pra vetém njé heré, atéheré vetém
njé vleré e funksionit éshté pércaktuar nga f(a) = b.

Por, né qofté se njé drejtéz x = a e pret kurbén dy heré, né (4, b)
dhe (g, ), atéheré kurba nuk pérfaqson njé funksion sepse funksioni
s'mund t'i pérgjigjet me dy vlera té ndryshme a-sé. Né vijim japim
pérkufizimin e sakté matematik té funksionit.

Pérkufizim 1.2. Jepen bashkésité A, B. Rregulli f : A — B éshté
funksion né qofté se kenaq kushtet e méposhtme:
1)VxeA,JyeB, itillege y=f(x)
2) Vx1,x2 € A, kemi qé

Figura 1.5: Testi i drejtezés vertikale.

f) = flx) = x=x
Vazhdojmé me njé shembull tjetér.

Shembull 1.4. Parabola x = y? — 2 nuk éshté funksion.

Zgjidhje: Si¢ mund t’a shihni né Fig. ??, ka drejtéza vertikale qé e
presin parabolén dy heré. Pra, grafiku i parabolés nuk éshté grafiku
injé funksioni.

Gjithsesi parabola pérmban grafikét e dy funksioneve té x-it.
Vérejmé se nga ekuacioni x = y? — 2 marrim se

y2=x+2,

prejnga y = + Vx + 2. Pra, gjysma e sipérme dhe gjysma e poshtme
e parabolés jané grafikét e funksioneve f(x) = Vx +2 dhe g(x) =
- Vx+2.

Vérejmé gé po ge se ndryshojmé vendet e x me y, atéheré ekua-
cioni

Figura 1.6: Parabola x = y2 -2

x =h(y) = y* -2

pérkufizon x-in si funksion té y-it (pra me ndryshore té pavarur y
dhe me ndryshore té varur x) dhe né kété rast parabola paraget grafikun e njé funksioni. O
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1.1.2 Injeksione, syrjeksione, dhe bijeksione

Né matematiké injeksionet, syrjeksionet, dhe bijeksionet jané klasa qé dallohen nga njéra-tjetra nga ményra se
si argumenti dhe imazhi lidhen ose pasqyrohen tek njeri-tjetri.
Njé funksion f : A — B éshté injektiv (njé-pér-njé) né qofté se

Yy, yeA fx)=fyy=x=y

ose né ményré ekuivalente

Vx,ye A, x #y = f(x) # f(y).

X Y X
D 1 D

' B 2
l C 3 +C

A 14

Figura 1.7: Nje funksion injektiv (né té majté) dhe syrjektiv (né té djathté)

Njé funksion éshté syrjektiv né qofté se tek cdo element i bashkésisé sé vlerave pasqyrohet njé argument nga
bashkésia e pérkufizimit. Né ményré matematike kjo shprehet si mé poshté:

VyeB,dxec Aitillée qé¢ y = f(x).

Nje funksion éshté bijektivatéheré dhe vetém atéhere kur éshté edhe injektiv edhe syrjektiv. Kombinacionet kur
njé funksion éshté apo jo injektiv, syrjektiv ose bijektiv jané dhéné mé poshté.

X Y Y
X

1 ‘D

2 *'B ==

3 +C l

4 ‘A

Figura 1.8: Nje funksion bijektiv dhe njé funksion qé nuk éshté as injektiv dhe as syrjektiv.

1.1.3 Funksionet e pékufizuara me pjesé, funksionet ¢ift ose tek.

Shpesh ndodh gé njé funksion éshté i pérkufizuar né ményra té ndryshme né intervale té ndryshme. Kéto
funksione quhen funksione té pékufizuara me pjesé.

©Albanian Institute of Mathematics 13
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Funksionet e pérkufizuara me pjesé jané mjaft té réndésishme

né matematiké, por edhe né mjaft probleme reale té jetés. Ne do té
shohim disa shembuj té kétyre funsioneve dhe do té studiojmé se

si ndértohen grafikét e tyre.

Funksioni né Fig. ?? éshté njé funksion i pérbéré nga dy funk-
sione té ndryshme kuadratike né ané té ndryshme té x. Si¢ e shihni
nga figura, pika x = x¢ i pérket funksionit kuadratik né té djathté.
Sig e shihni grafiku i kétij funksioni ndérpritet kur x = x. N& lek-
sionet né vijim ne do té shohim né detaje se ¢faré do té thoté kjo

nga ana teorike.

Le té shohim tani dy shembuj klasike funksionesh té pérku-
fizuara me pjesé. Funksioni dysheme dhe funksioni tavan pérku-

fizohen respektivisht si mé poshté

lx] =max{neZ|n<x}, [x]=min{neZ|n>x}

Grafikét e tyre jané dhéné pérkatésisht né Fig. ?2.

T

101 o
-

8l -— .

-
6 -— .
-
4t -— .
-
2f e— .
-
2 4 6 8 1

Figura 1.10: Grafikét e funksioneve dysheme dhe tavan

10
8,
6,
4| —e
—e
21 —e
L]
Il Il
2 4

Figura 1.9: Nje funksionipérbéré nga dy funk-
sione kuadratike dhe i pérkufizuar me pjesé.

Shembulli gé pason éshté funksioni i vlerés absolute. Rikujtojmé se vlera absolute e njé numri a4, e shénuar si |,
éshté distanca nga pika a tek origjina né boshtin e numrave realé. Distancat jané gjithmoné pozitive, ose 0, késhtu

qé kemi |a| > 0, pér ¢do numér a. Pra,

al anéqoftésea > 0
al =
—ané gofté sea < 0

Mbani mend se né qofté se a éshté negative, atéheré —a éshté pozitive.

|
|
| [
| s Bl i B el el Bl el el |
N Y 8 e B N
CoT T T T T TN AT T T T T T
I e . VI S s [ A
[ [
—t ——t———— t ——t—t—+—>
I e [
[ e e e e e A e |
ey

Figura 1.11: Grafiku i funksionit g(x) = |x|.

Grafiku i funksionit f(x) = |x| pérputhet me drejtézén y = x né té djathté té boshtit t& y-ve dhe pérputhet me
grafikun e drejtézés y = —x né té majté té boshtit té y-ve, si ne Fig. ?2.
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Dy shembujt qé pasojné tregojné se njé funksion i pérkufizuar me pjesé mund té krijohet nga ¢do kombinim
funksionesh. Nga ana matematike trajtimi i kétyre funksioneve éshté i njéjté me ate té trajtimit té¢ ¢do pjese té
veganté.

Figura 1.12: Ky éshté grafiku i funksionit té pérkufizuar né Eq. ??.

Shembull 1.5. Njé funksion f(x) éshté pérkufizuar si mé poshté:

2-x pér x<1

fx) = { 1)

x per x>1
Llogarisni f(0), f(1), dhe f(2) dhe skiconi grafikun e tij.

Zgjidhje: Né qofté se ndodh qé x < 1, atéheré vlera e f(x) éshté 2 — x dhe né qofté se x > 1, atéheré vlera e f(x) éshté
x2. Megénése 0 < 1, kemi f(0) =2-0=2. Ndérsal < ljep f(1)=2-1=1,dhe2 > ljep f(2) =22 = 4.

Si do ta ndértojmé grafikun e kétij funksioni? Vérejmé qé né qofté se x < 1, atéheré f(x) = 2 — x, késhtu qé pjesa
e grafikut té f(x) gé ndodhet né té djathé té drejtézés vertikale x = 1 pérputhet me drejtézén y = 2 — x, e cila ka
koeficent kéndor —1 dhe pret boshtin e y-ve né x = 2. Né qofté se x > 1, atéheré f(x) = x?, késhtu qé pjesa e grafikut
té f(x) g¢ ndodhet né té djathté té drejtézés x = 1 pérputhet me grafikun e y = x?, qé éshté njé parabolé. Kjo na jep
mundésiné té skicojmé grafikun si né Fig. ?2. O

Me poshté po japim edhe njé shembull té fundit t€ njé funksioni té pérkufizuar me pjesé. Grafikét e pjeséve
pér x < —1 dhe —1 < x < 1 jané elementare. Grafiku pér pjesén x > 1 do té studiohet mé né detaje né kapitujt e
ardhshém.

Shembull 1.6. Ndértoni grafikun e funksionit

-x, pérx < -1
fx) = K, pér —1<x<1

in(x -1

%, pérx>1

Zgjidhje: Grafiku pjesé-pjesé éshté si ne Fig. ??. Lexuesi té plotésojé detajet dhe té gjejé pikat ku grafiku ndérron
formén. O

Meé poshté ne do té shohim dy klasa té veganta funksionesh té cilat karakterizojné disa veti té vecanta gjeometrike
té funksioneve dhe pikérisht até té simetrisé né lidhje me boshtin e y-ve ose me gendrén e sistemit koordinativ.
Kéta jané té ashtuquajturit funksione ¢ift dhe tek.

Funksionet ¢ift ose tek.

Né qofté se f(x) ka vetiné gé pér ¢do numér x nga bashkésia e veté e pékufizimit
f(_x) = f(x)/

©Albanian Institute of Mathematics 15
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Figura 1.13: Grafiku i funksionit dhéné né Shemb. ??

atéheré quhet funksion ¢ift. Pér shembull, funksioni f(x) = x? éshté funksion gift sepse
f(=0) = (=x)* = 2% = f(x)

Kuptimi gjeometrik i funksionit ¢ift éshté se grafiku i tij éshté simetrik né lidhje me boshtin e y-ve. Kjo do té thoté
se né qofté se vendosim pikat e grafikut té f(x) pér x > 0 mund té pérftojmé grafikun e ploté té f(x) duke marré
simetrikun né lidhje me boshtin e y-ve.

Figura 1.14: Funksionet cos x dhe sin x jané pérkatesisht ¢ift dhe tek.

Né qofté se f(x) plotéson barazimin f(—x) = —f(x) pér ¢do numér x nga bashkésia e vet e pérkufizimit, atéheré
f(x) quhet funksion tek. Pér shembull, funksioni f(x) = x* éshté tek sepse:

f0) = (=2)° = =% = —f(x)

Grafiku i funksionit tek éshté simetrik né lidhje me origjinén e koordinatave. Dhe né qofté se kemi grafikun e f(x)
pér x > 0, ne mund té pérftojmé grafikun e ploté duke e rrotulluar me 180° né lidhje me origjinén. Funksionet cos x
dhe sin x jané shembuj klasikeé té funksioneve cift dhe tek, respektivisht.

Shembull 1.7. Pércaktoni se cili nga funksionet e méposhtém éshté cift, tek, apo as ¢ift as tek;

flx) = X+ x, fx)=1- ¥t h(x) = 2x — X%
Zgjidhje: Ne kemi g&, f(—x) = (—x)° + (—=x) = —=x° —x = —(x° + x) = —f(x). Pra, f(x) = x° + x éshté tek. Pér g(x) kemi,
¢(=x) =1—(—x)* =1 —x* = ¢(x). Pra, ky funksion éshté cift. Pér h(x) kemi h(x) = 2(—x) — (—x)* = —2x — x%. Atéheré

né kété rast, arrijmé né pérfundimin se ky funksion nuk éshtg as cift as tek.
o
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Njehsimi diferencial

Ushtrime:

1. Né qofté se
flx) = 32 —x+2,

gjeni f(2), f(=2), f(a), f(-a), fa+1), 2f(a), f(2a), f(a°),
[f(@)]?, dhe f(a + h).

Gijeni bashkésiné e pérkufizimit té funksioneve
2. )= i

3. f(x) — _Sx+4

x2+3x+2
WICERERT
5. g(u)= Vu+ Vd—u

6. Gjeni bashkésiné e pérkufizimit, bashkésiné e vlerave dhe

skiconi grafikun e funksionit h(x) = V4 — x2.

=

Gijeni bashkésiné e pérkufizimit, bashkésiné e vlerave
dhe skiconi grafikun e funksionit.

7. f(x) =5
8. F(x) = 3(x +5)
9. f(t) =2 -9t

10. H(t) = &£

11. g(x) = Vx -6
12. F(x) = |2x + 3
13. G(x) = i
14. g(x) = ‘x%l
15.
x+2 pér x<0
fo =1,
-x pér x20
16.
3 - 1x pér x<2
fl) = 2 -
2 pér x>2
17.
x+2 pér x<-1
f@=1, "
pér > -1

©Albanian Institute of Mathematics

18.
x+9 pér x<-3
fx)=4 —2x pér |x|<3
-6 pér x>3

19. Gjeni njé formulé algjebrike pér funksionin grafiku i té
cilit éshteé drejtéza qé bashkon pikat (1, —3) dhe (5,7).

20. Gjeni njé formulé algjebrike pér funksionin grafiku i té
cilit éshté drejtéza qé bashkon pikat (—5,10) dhe (7, -10).

21. Gjeni njé formulé algjebrike pér funksionin grafiku i té
cilit éshté gjysma e poshtme e parabolés x + (y — 1)* = 0.

22. Gjeni njé formulé algjebrike pér funksionin grafiku i té
cilit éshté gjysma e sipérme e rrethit x> + (y — 2)* = 4.

23. Gjeni njé formulé si dhe bashkésiné e perkufizimit té funk-
sionit t& dhéné né vazhdim: Njé drejtkéndésh ka perimetrin
20m. Shprehni sipérfagen e drejtkéndéshit si funksion i gjateé-

24. Gjeni njé formulé si dhe bashkésiné e pérkufizimit té funk-
sionit té dhéné: Shprehni sipérfagen e njé trekéndéshi barabrin-
jés si funksion i gjatésisé sé brinjés sé tij.

25. Njé kompani taksish merr dy dollaré pér miljen e paré té

mépasshme. Shprehni koston e njé udhétimi C si funksion té
distancés sé pérshkuar x pér 0 < x < 2 dhe ndértoni grafikun
e ketij funksioni.

Pércaktoni né qofté se funksioni éshté cift apo tek. Né
qofté se ju keni njé makiné llogaritése grafike pérdoreni
até pér ta gjetur pérgjigjen tuaj vizualisht.

26. f(x) = F5
27. f(x) = &
28. f(x) = 2=

29. f(x) = x|x|

30. f(x)=1+3x2—x*

31 f(x)=1+3x>—x7
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1.2 Funksionet monotone

Né kété pjesé ne pérkufizojmé funksionet monotone, rrités dhe zbrités. Si¢ do té shohim ato jané njé mjet i
réndésishém né studimin e funksioneve.
Njé funksion f(x) quhet monoton rrités né njé interval I né qofté se f(x1) < f(x2) saheré qé x; < x; né L.

Figura 1.15: Njé funksion monoton rrités dhe njé funksion zbrités.

Pér shembull, funksioni
f(x) = 1x+3]

éshté funksion monoton rrités. Gjithashtu, dhe funksionet
f(x) =2%o0se f(x) =Inx

jané funksione monotone rrités né intervalet (—oo, 00) dhe (0, o) respektivisht.
Njé funksion f(x) quhet monoton zbrités né njé interval I né qofté se f(x1) > f(x») saheré qé x; <x; € L.
Pér shembull, funksioni

f =

éshté zbrités né intervalin (0, c0). Kéto funksione quhen shpesh funksione rigoroz monoton.

Né pérkufizimin e funksionit rrités éshté i réndésishém realizimi i mosbarazimit f(x1) < f(x») pér ¢do cift
numrash x; dhe x; né I té tillé gé x; < x».

Njé funksion f(x) quhet monoton jozvogélues né njé in-
terval I né qofté se f(x1) < f(xy) sa heré qé x; < xp né I. Njé
funksion f(x) quhet monoton jorrités né njé interval I né qofté
se f(x1) = f(x2) sa heré gé x; < x, né I. Kéto funksione quhen
gjithashtu funksione monotoné jorigorozé.

Shembull 1.8. Pércaktoni né gofté se funksioni

f(x) = |x| —sinx, pérx € (0, g)

éshté monoton rrités apo zbrités.

Zgjidhje: Pér ¢do dy x1,x; € (0, g) té tilla qé x1 < x» kemi

fx1)—f(x2) = x1—sinx; —xa+sinx; = (x1—x2)+(sin x, —sin x1).

Pérderisa x; < x, dhe sinx; < sinx; (sinx zvogélohet kur x ) o
shkon nga 0 né %), atéheré x; — x < 0 dhe sinx; —sinx; < 0. Figura 1.16: Njé funksion jo-monoton.
Pra,

fx) = f(x2) <0,

¢fare do té thoté qé f(x) éshté rrités né (O, %) ]
Natyrisht shumica e funksioneve nuk jané monotoné né gjithé bashkésiné e tyre té pérkufizimit, si¢ shihet né
Fig. ??. Né shumicén e rasteve ne ndajmé bashkésiné e pérkufizimit té funksionit né intervale ku funksioni éshté
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monoton. Funksionet monotone jané me té thjeshta pér t'u studiuar sepse ne mund té parashikojmé sjelljen e tyre

né njé interval té caktuar.

Sig do té shohim mé vong, ne do té kemi ményra efektive, pér njé klasé té madhe funksionesh, ku té pércaktojmé
se né ¢faré intervalesh té bashkeésisé sé pérkufizimit njé funksion éshté monoton rrités ose zbrités.

Ushtrime:

1. Pércaktoni intervalet ku funksioni
f(x) =sinx

éshté monoton rrités dhe monoton zbrités. Me ¢faré quadran-
tesh korrespondojné kéto intervale né rrethin trigonometrik?

2. Pércaktoni intervalet ku funksioni
f(x) = cosx

éshté monoton rrités dhe monoton zbrités. Me ¢faré kuadran-
tesh korrespondojné kéto intervale né rrethin trigonometrik?

3. Vértetoni se pér cfaré vlere té a-sé funksioni y = ax +b
éshté monoton rrités, zbrités.

Vértetoni duke u nisur nga paragqitja grafike, né qofté se
funksionet e méposhtém jané monotone, si dhe intervalet
e monotonisé sé tyre.

4. y=x*
=t
. g(x) =323

Ly=Vx

5
6
7. h(x) = 3%
8
9. y = c, ku c éshté njé konstante reale e ¢farédoshme.

10. y =tanx
11. y=1-x?
12. y = V3x
13. y=1"

©Albanian Institute of Mathematics

14. Cila éshté vetia e pérbashkeét e funksioneve f(x) = a(x +
2) + 37 Ndértoni grafikét e disa prej tyre.

15. Bashkésia e pérkufizimit té njé funksioni y = f(x) éshté
intervali (a,b), dhe c éshté njé vleré nga ky interval a < ¢ < b.
Vértetoni né qofté se funksioni i dhéné éshté monoton rrités né
(a, b) né qofté se ai éshté i tillé né (a, c), dhe (c, b).

16. Jepet C(x) funksioni i ekonomise kombétare té njé vendi
té caktuar. A mund té jete ky funksion monoton né intervalin
(=00, 0). Argumentoni pérgjigjen.

17. Jepet
f(x) = sinx + cos x.

A éshté f(x) monoton rrités, zbrités?

18. Jepet
f(x) =2+ cosx.

A éshté f(x) monoton rrités, zbrités?

19. Jepet
f(x) =2x + tanx.

A éshté f(x) monoton rrités, zbrités?

20. Pércaktoni intervalet ku funksioni
flx) = 322 +2x+3

éshté monoton rrités dhe monoton zbrités. Me cfaré kuadran-
tesh korrespondojné kéto intervale né rrethin trigonometrik?

21. Pércaktoni intervalet ku funksioni
f)=x>-1

éshté monoton rrités dhe monoton zbrités. Me ¢faré kuadran-
tesh korrespondojné kéto intervale né rrethin trigonometrik?
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1.3 Disa klasa té réndésishme funksionesh

Qéllimi i kétij kreu éshté té hedhim njé véshtrim té shpejté mbi disa klasa té réndésishme funksionesh té cilat
hasen shpesh né aplikime. Disave prej tyre, si pér shembull funksionet eksponenciale dhe logaritmike, ne do t'u
kthehemi pérséri.

1.3.1 Funksionet Algjebrike

Njé funksion f(x) quhet funksion algjebrik né qofté se vlera e f(x) mund té shprehet si zgjidhje e njé ekua-
cioni polinomial. Funksioni algjebrik mund té ndértohet duke pérdorur veprime algjebrike (si mbledhja, zbritja,
shumézimi pjestimi, rrénja) duke filluar nga polinomet. Cdo funksion racional éshté automatikisht algjebrik. Pér

shembull,
fx)= Va2 +1,
ose

4 _ 2 ,
g(x) = - 16x +(x-2)Vx+1,
x+ Vx

jané funksione algjebrike. Mé poshté do té shohim disa klasa funksionesh algjebrike.

Modelet lineare

Kur themi se y éshté njé funksion linear i x, nénkuptojmé qé grafiku i funksionit éshté njé drejtéz, késhtu qé
mund té pérdorim koeficentin kéndor dhe piképrerjen me boshtin e y-ve pér té dhéné ekuacionin e drejtézés e
késhtu té shkruajmé njé formulé pér funksionin si:

y=f(x)=kx+b,

ku k éshté koeficenti kéndor dhe b éshté pikprerja me boshtin e y-ve.
Njé tipar karakteristik i grafikut té funksionit linear éshté qé ai rritet me njé shkallé konstante. Tabela e vlerave
na jep mundésiné té shikojmé se kur x rritet me 0, 1, vlera e funksionit rritet me 0, 3.

x | f(x)=3x-2
1.0 1.0
1.1 1.3
1.2 1.6
1.3 1.9
14 2.2
15 2.5

Tabela 1.1: Tabela e vlerave pér f(x) = 3x — 2

Pra, f(x) rritet tre heré mé shpejt se x. Prandaj koefigenti kéndor qé éshté 3 mund té interpretohet si raporti i
ndryshimit té y né lidhje me x.

Shembull 1.9. a) Ajri i thaté ngjitet lart, shpérndahet dhe ftohet. NE qofté se temperatura e tokés éshté 20°C dhe temperatura
né lartésiné 1km éshté 10°C, shprehni temperaturén T (né°C) si njé funksion i lartésisé h (né km), duke pranuar se modeli
linear éshté ai i duhuri.

b) Ndértoni grafikun e funksionit té kérkesés a). Cfaré pérfagson koeficenti kendor?

c) Cila éshté temperatura né lartésiné 2.5 km?

Zgjidhje: (a) Megénése pranuam se T éshté funksion linear i # ne mund té shkruajmé
T(h) = kh +b.
Na éshté dhéné T = 20 kur h = 0, késhtu gé:
TO)=k-0+b=10b=20.
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Me fjalé té tjera, grafiku e pret boshtin e y-ve né b = 20. Gjithashtu kemi té dhéné se T = 10 kur h = 1, pra
10 = k- 1 + 20. Prej kétej del se k = —10 dhe formula e kérkuar pér funksionin linear éshté,

T(h) = —10h + 20.

(b) Grafiku éshté skicuar né Figurén ??. Koeficenti kéndor éshté
—10°C/km, dhe ky pérfagson raportin e ndryshimit té temperaturés né
lidhje me lartésiné.
(c) Né lartésiné 2.5 km, temperatura éshté e

T =(-10)2.5+20 = -5°C
Neé qofté se nuk do té kish ligj fizik apo parim pér té na ndihmuar pér té
formuluar njé model, ne do té ndértonim njé model empirik, qé bazohet
i téri né té dhénat. Ne sajojmé njé kurbé qé bashkon té dhénat. o o ] h
O

=30

Polinomet

Njé funksion P quhet polinom né qofté se

P(x) = apx" + apax" 4+ + at1 +ag Figura 1.17: Grafiku i T(h) = —10h + 20
ku n éshté njé numeér i ploté jonegativ dhe numrat ag, a4, ..., a, jané kon-

stante té quajtura koeficenté té polinomit. Bashkeésia e pérkufizimit té

¢do polinomi éshté R = (—oco, +00). N&é qofté se koefigenti a, # 0, atéheré grada e polinomit thuhet se éshté n.

X
Figura 1.18: Grafikét e polinomeve té gradés 2, 3.

Né Fig. ?? po japim grafikét e polinomeve
fx)=x*—x-2, g(x) = }I(x +4)(x + 1)(x - 2). (1.2)

Pér shembull, funksioni
6 4,23
P(x) = 2x° —x +5x +V2

éshté njé polinom i gradés sé gjashté. Njé polinom i gradés sé paré éshté i trajtés P(x) = kx + b qé éshté njé funksion
linear. Njé polinom i gradés sé dyté éshté i trajtés P(x) = ax? + bx + ¢ dhe ai quhet funksion kuadratik. Grafiku i
tij éshté gjithmoné njé parabolé qé merret nga zhvendosja e parabolés y = ax?, si¢ do ta shohim né seksionin tjetér.
Njé polinom i gradés 3 éshté i trajtés

P(x) =ax® +bx* +cx +d
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dhe quhet funksion kubik.

Polinomet shpesh pérdoren pér té modeluar fenomene qé ndodhin né shkencat natyrore dhe shogérore. Mé
voné do té shpjegojmé pse ekonomistét shpesh pérdorin njé polinom pér té paraqgitur koston e prodhimit té x njésive
té njé produkti. Né shembullin né vazhdim ne pérdorim njé funksion kuadratik pér t& modeluar hedhjen e njé topi
nga njé kullé.

Shembull 1.10. Njé top éshté hedhur nga njé kullé vrojtimi nga njé lartési prej 450m drejt tokés dhe largésia nga toka
eéshté matur né intervale njé-sekondéshe si né Tabelén ??. Gjeni njé model té pérshtatshém per té lidhur té dhénat dhe per té
parashikuar kohén né té cilén topi pérplaset né toke.

Koha Lartésia
(né sek) | (né metra)
450
445
431
408
375
332
279
216
143
61

O XIS UT s WN — O

Tabela 1.2: Varésia e kohés me lartésiné.

Zgjidhje: Duke hedhur té dhénat né planin koordinativ si né Fig. ??, vérejmé se njé model linear éshté i papér-
shtatshém pér pérshkrimin e kétij fenomeni. Por duket se pikat e té dhénave vijné sipas njé parabole, késhtu qé
ne pérpigemi ta pérafrojmé me njé model kuadratik. Duke pérdorur njé makiné llogaritése grafike, ose njé sistem
kompijuterik algjebrik, marrim modelin e méposhtém kuadratik:

h = 449.36 + 0.96t — 4.90t> (1.3)
Topi prek tokén kur i = 0, késhtu gé ne zgjidhim ekuacionin kuadratik
—4.90” + 0.96t + 449.36 = 0

Formula kuadratike na jep

[ o —0.96 + 1/(0.96)2 — 4(—4.90)(449.36)
- 2(—4.90)
Rrénja pozitive éshté t ~ 9.67 késhtu gé ne parashikojmé se topi do ta prek tokén pas 9.7 sekondash.
O
MEé poshté ne do té pérgjithsojmé konceptin e funksionit x* pér ¢do a € R. Ky quhet funksioni fuqi dhe do
té luajé njé rol té réndésishem né gjithé konceptet e Kalkulusit. Atéheré, polinomet mund té trajtohen thjesht si
kombinime lineare té funksioneve fuqi.

Funksionet Racionalé
Njé funksion racional éshté raport i dy polinomeve

P(x)
X) = —,
f(0) 00
ku P(x) dhe Q(x) jané polinome. Bashkésia e pérkufizimit té tij konsiston né té gjitha vlerat e x té tilla q&¢ Q(x) # 0.
Pra,
{x e R|Q(x) # 0}.
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Funksionet racionale jané mjaft té réndésishme né matematikén
teorike, vecanérisht né analizén komplekse, gjeometriné algjebrike,
etj. Njé shembull i thjeshté i njé funksioni racional éshté funksioni
f(x) = 1, t& cilin ne e pamé mé lart.

Shembull 1.11. Ndértoni grafikun e funksionit

Brxi-x+1
3

y=f(x)=

Ky éshté njé funksion racional me bashkési pérkufizimi {x|x #

0} dhe grafik né Fig. ??. Shihet qarté nga grafiku se né pikén [ [ I
x = 0 funksioni nuk éshté i pérkufizuar. Kur té studiojmeé limitet L IR
e funksionit ne do té shohim se si sillet ky funksion rreth pikés BRI

x = 0. Por nga grafiku duket se kur x i afrohet pikés x = 0 atéheré
grafiku i afrohet drejtézes x = 0. Kjo drejtéz x = 0 né kété rast quhet Figura 1.19: Grafiku i f(x) = "3“‘;—3—“1
asimptoté vertikale pér funksionin.
Njé tjetér dukuri e grafikut té kétij funksioni éshté se kur x rritet
pambarimisht ose zvogelohet pambarimisht ky funksion né té dy rastet i afrohet numrit y = 1. Kjo drejtéz y = 1 né
kété rast quhet asimptoté horizontale pér funksionin.
Nje tjetér funksion racional

5x
SNSRI BN NSRS 0= T
:f ﬁ: ’3’ T: *3* :f ﬂ: - 3* ’:’ : *3* :f ﬂ: - 3* T: *3’ :T 3 ka grafik si né Fig. ??. Sic duket nga grafiku, ky funksion i afro-
IRCOITORR AN O (N VS A BRI het y = 0 kur x rritet pambarimisht ose zvogglohet pambarimisht.
P N Drejtéza y = 0 né kété rast quhet asimptoté horizontale pér funk-
-y T sionin.
T X Ky funksion ka 2 asimptota vertikale né qofté se eméruesi i ti
T ka rrénjé reale. Né fakt nga shkolla e mesme ne dimé se ekuacioni
S quadratik
Figura 1.20: Grafikui f(x) = -3 x> =2x+2=0
nuk ka zgjidhje reale sepse dallori i til éshté A = -4 < 0.

Funksioni f(x) = x+ 1 éshté paragitur mé poshté. Nga grafiku i
kétij funksioni shohim nje dukuri té vecantg; kur x rritet pambarim-
isht ose zvogélohet pambarimisht atéheré grafikuifunksionitiafro- - - - - - - - ] Y
het drejtézes y = x. Kjo drejtéz y = x né kété rast quhet asimptoté
e pjerrét pér funksionin.

Né Kap. ?? ne do t&é mésojmé se si té pércaktojmé asimptotat b
vertikale, horizontale, dhe ato té pjerréta té funksioneve racionale. | |
Né kurse mé té avancuara té matematikes, si algjebra abstrakte,
studiohen vetité teorike té kétyre funksioneve dhe aplikimet e tyre
né matematikén e larté.

Vérejtje 1.1. Né klasén e 3-té té shkollés fillore ju keni mésuar kalimin
nga bashkésia e numrave té ploté Z tek bashkésia e thyesave Q. Né 1 /4N W
algjebér, bashkésia Q quhet fushé. Eshté i njéjti ndértim kur kalojmé nga
bashkésia e polinomeve me koeficenté realé (e cila shénohet me R[x]) tek
bashkésia e funksioneve racionalé me koefigenté reali (e cila shénohet me

R(x)). Pér detaje mund té shihni [?alg] ose [?mesim]. Figura 1.21: Grafiku i funksionit f(x) = x + 1.

1.3.2 Funksionet transhendenté

Kéta jané funksionet vlerat e té ciléve nuk jané algje-
briké. Bashkésia e funksioneve transhendente pérfshin funksionet
trigonometriké, té anasjelltét e funksioneve trigonometrike, funksionet eksponenciale, etj.
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1.3.3 Funksionet Trigonometrike

Baza kryesore e trigonometrise drejtékéndore éshté rrethi trigonometrik i cili studiohet né shkollén e mesme.
Ne po paraqesim mé poshté njé version té kétij rrethi i cili shpresojmé t'i kujtojé disa veti bazé studentit.
Funksionet trigonometrike bazé jané:

f(x) =sinx, f(x)=cosx, f(x)=tanx, f(x)=cotx,

me té cilét jeni njohur edhe gjaté kursit té shkollés sé mesme. Né rrethin njési ato paragiten si né figurén qé vijon.
Ne figuré kéndi @ = Z. Funksioni sin a, i cili éshté gjatésia
e vijes sé kuge, éshté sina = 1/2. Nga Teorema e Pitagorés

kemi cos® & + sin? a = 1. Pra, gjatésia e vijés bluy, e cila éshté y

funksioni cos a, duhet té jeté
1 —1
cosa = \1—-1/4= 3 V3.
1
2 ) sin &
Kjo tregon se tan ¢, e cila éshté gjatesia e vijés portokalli, éshté sha tana = oS
sina 1 -1 -1 cosa 1
t = =—. 1
ME= osa \3 -2
Kemi parasysh se né Kalkulus ndryshorja x merr vlera -1
gjithmoné né radiané. Mé poshté po japim disa nga

vlerat kryesore té kétyre funksioneve (sin x, cos x) né rrethin
trigonometrik ku vlerat e kéndit jané dhéné né radiané dhe
né gradeé.

Figura 1.22: Rrethi trigonometrik né gradé dhe radiané
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Nga trigonometria e shkollés sé mesme ju duhet t&€ mbani mend grafikét e funksioneve sin x dhe cos x té cilét ne
i paragesim né Fig.??. Kujtojmé se té dy funksionet sin x dhe cos x kané si bashkési pérkufizimi bashkésiné e gjithé
numrave realé dhe si bashkési vlerash segmentin e mbyllur [-1,1]. Késhtu qé pér té gjitha vlerat e x kemi:

Rt Et e i B

/’”\”T”\”‘Y”F”\’y e e e el Rl H /’”\”T”\”‘Y”F”\’y -
| | | | | | | | |
| | | | | | | |
| I
| |

|
|
I T T I
| | | | | |
- — J_ L - _1__-_1

Figura 1.23: Grafikét e sinx dhe cos x.

sinx € [-1,1] dhe cosx € [-1,1]

ose né termat e vlerés absolute:

[sinx| <1, dhe |cosx|<1
Gijithashtu sin x béhet zero pér té gjithé shumfishat e 7, domethéné
sinx=0 kur x=nm,

ku n éshté numér i ploté.
Funksionet tan x, cot x, sec x dhe cscx pérkufizohen si mé poshté:

sinx 1 1
tanx = , cotx=——=, secx= , CSCX = —
CcOS X tanx CcOs X sin x

Grafikét e tyre tregohen né Fig. ??

Figura 1.24: Grafikét e tan x dhe cot x.

Pér sec x dhe cscx kemi grafikét né Fig. ??.
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Figura 1.25: Grafikét e funksioneve y = sec x dhe y = cscx.

Funksionet eksponenciale

Funksione eksponenciale jané funksionet e trajtés
fl) =a’,

ku baza a éshté njé konstante pozitive. Bashkésia e pérkufizimit éshté (—oo, co) dhe bashkésia e vlerave té funksionit
(0, 00). Né figuré ne japim dy shembuj té funksioneve f(x) = 2* dhe g(x) = (0.5)*.

Yy y

——’/l: 1:\

0| 1 x 0 1 %
(a) y=2" (b) y=1(0.5)"

Funksionet eksponenciale do té studiohen mé hollésisht né vazhdim, dhe do té shohim se jané mjaft té pérsh-
tatshém pér té modeluar shumé fenomene natyrore, si¢ éshté rritja e popullatés (né qofté se a > 1) dhe shkatérimin
radioaktv (né qofté sea < 1).

Funksioni eksponencial éshté gjithashtu i réndésishém né informatiké, kriptografi, teori algoritmesh, teori
kodesh, ekonomi, biologji, akumulim interesi né financé, studimi i valéve né fizikeé, etj.

26 (©Albanian Institute of Mathematics


https://sites.google.com/site/aulonnapress/books/textbooks
https://sites.google.com/site/aulonnapress/books/textbooks
http://www.risat.org

Shaska T. Njehsimi diferencial

Funksionet logaritmike

Funksionet logaritmike
f(x) =log, x,

ku baza a éshté njé konstante pozitive, jané funksionet e anasjellta té funksioneve eksponenciale. Figura karshi
tregon grafikét e funksioneve logaritmike me baza té ndryshme. NE secilin rast bashkésia e pérkufizimit éshté
(0, +o0) dhe bashkésia e vlerave éshté (—oo, +00), dhe funksionet rriten ngadalé kur x > 1. Né figuré jepen disa
shembuj té funksioneve logaritmiké.
Funksionilogaritmik jepet si njé funksion i anasjellté i funksionit
eksponencial. Jepet A
al = x, y=log,x

atéheré y =log; x

y =log, x. )
Logaritmet kane aplikime né fusha té ndryshme té jetés si statistiké,
kimi, biologji, fiziké, astronomi, informatiké, ekonomi, muzike,
dhe inxhinjeri. Lexuesi duhet té jete familjar me vetité elementare
té funksionit eksponencial dhe logaritmik pérpara se té vazhdojé
mé tej né kalkulus.

Shembull 1.12. Klasifikoni funksionet sipas tipeve té funksioneve qé
pamé deri tani:

i) f(x) = 5
i) g(x) = x°
i) h(x) = 125

i) u(t) =1—t+5t*

Zgjidhje: Funksioni f(x) = 5* éshté funksion eksponencial me eksponent x. Kurse g(x) = x° éshté funksioni fuqi.

Gijithashtu mund ta konsiderojmé si polinom té gradés 5. Funksioni h(x) = 11_;";; éshté funksion algjebrik, kurse

u(t) =1 — t + 5t* éshté njé polinom i gradés 4.
O
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Ushtrime:

Klasifikoni secilin nga funksionet e méposhtém né
qofté se éshté njé funksion fuqi, funksion rrénjé, funk-
sion algjebrik, funksion trigonometrik, funksion ekspo-
nencial ose logaritmik.

1 f(x) = Vx
2. h(x) = x° + x*

3. g(x) = V1 —2a2

2+1
X3 +x

. R(x) =

4

5. s(x) = tan2x
6. t(x) = log,,x
7

— 16
- Y=35

- x2
8. y=x+ =
9. y=10"
10. y = x10

1. y=2t+t-n
12. y =cos0O +sin0

13. a) Gjeni njé ekuacion pér familjen e funksioneve lineare me
koefigent kéndor 2 dhe skiconi grafikét e disa prej funksioneve
té késaj familjeje.

b) Gjeni njé ekuacion peér familjen e funksioneve linearé té
tillé gé f(2) = 1 dhe skiconi grafikét e disa prej tyre.

c) Cili funksion u pérket té dyja familjeve?

14. Cfaré kané té pérbashket té gjithé funksionet lineare té
familjes f(x) = 1+ m(x + 3)? Ndértoni grafikét e disa prej
tyre.

15. Cfaré kané té pérbashket té gjithé funksionet lineare té
familjes f(x) = ¢ — x? Ndértoni grafikét e disa prej tyre.

28

16. Gjeni njé shprehje pér funksionin kubik f(x) né qofté se
fM)=6f-1)=f0)=f(2)=0

17. Studimet e tanishme kané trequar se temperatura e sipér-
fages sé tokés éshté rritur né ményré t¢ vazhdueshme. Disa
shkencétaré e kané modeluar temperaturén si njé funksion lin-
ear T = 0.02t + 8.50, ku T éshté temperatura né °C dhe t
pérfagson vitet qysh prej 1900.

a) Cfaré pérfaqson koeficenti kéndor i T?

b) Pérdorni ekuacionin pér té parashikuar temperaturen
mesatare globale ne 2100.

c = 0.0417D(a + 1). Supozojmé se doza pér njé té rritur éshte
200 mg.

a) Gjeni koefigentin kéndor té grafikut té c. Cfaré pérfag-
son?

19. Lidhja ndérmjet gradéve Fahrenheit(F) dhe Celcius (C) té
temperaturés jepet népérmjet funksionit linear F = %C +32.
a) Ndértoni grafikun e kétij funksioni.
b) Cili éshté koeficenti kéndor i grafikut dhe cfaré pérfag-
son ai? Cila éshté prerja me boshtet koordinative dhe cfaré

pérfagson.

20. Rinaldi le Viorén nga ora 2 e mbasdites dhe udhéton me
makiné me njé shpejtési konstante drejt veriut. Aikalon Fierin,
35 kilometra né veri té Vlorés, né 2:50 mbasdite.

a) Shprehni distancén e pérshkuar né terma té kohés sé
kaluar.

b) Vizatoni grafikun e funksionit t¢ mésipérm.

c) Cili éshté koeficenti kéndor i késaj vije? Cfaré pérfaqson
ai?
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1.4 Transformimet dhe kompozimi i funksioneve

Kété leksion do ta nisim me funksionet bazé qé pamé né paragrafin e méparshém dhe do té pérftojmé funksione
té reja, népérmjet zhvendosjes, shtrirjes, dhe simetrive té grafikéve té tyre. Ne gjithashtu do té tregojmé se si
kombinohen cifte funksionesh népérmjet veprimeve aritmetike standarte dhe kompozimit.

1.4.1 Zhvendosjet vertikale dhe horizontale

Duke aplikuar transformime té vecanta ndaj grafikut té njé funksioni té dhéné ne mund té pérftojmé grafike té
disa funksioneve té tjera té¢ ndérlidhura me funksionin e dhéné. Kjo do t€ na mundésojé skicimin e grafikéve té
shumé funksioneve. Kjo do té na mundésojé gjithashtu qé té shkruajmé ekuacionet e funksioneve té paragitura
né ményré vizive. Le té shohim fillimisht zhvendosjen. Né qofté se ¢ éshté njé numér pozitiv, atéheré grafiku i
y = f(x) + c éshté njélloj me grafikun e y = f(x) t&€ zhvendosur vertikalisht lart me c njési (sepse secila ordinaté y
rritet me té njéjtin numér ¢ ). Po ashtu, né qofté se g(x) = f(x —¢), ku c > 0, atéheré vlera e g(x) né x éshté e njéjté
me vlerén e f(x) né x — c (c njési né té majté té x). Prej nga grafikuiy = f(x — c) éshté thjesht grafikuiy = f(x) té
zhvendosur ¢ njési né té djathté.

(Supozojmé se ¢ > 0. Atéherg, pér té pérftuar grafikun e y = f(x) = ¢ dhe y = f(x + ¢) ndjekim rregullat si me poshté:\

y =f(x)+ c¢:  zhvendosim grafikun e y = f(x) né njé distancé prej ¢ njésish sipér

y =f(x)-c:  zhvendosim grafikun e y = f(x) né njé distancé prej c njésish poshté
y =f(x-c): zhvendosim grafikun e y = f(x) né njé distancé prej c njésish djathtas
y =f(x+c); zhvendosim grafikun e y = f(x) né njé distancé prej c njésish majtas

(. J

Shembull 1.13. Jepet funksioni
f(x) =x+sinx
me grafik ne Fig. ??. Atchere, grafiku i funksionit f(x) + 2 dhe f(x + 2) jané dhéné né Fig. ??.
Pra, rregqullat e mésipérme duken qarté né Fig. ?? ku grafiku i paré éshté zhvendosur 2 njési né drejtimin pozitiv té boshtit
té y-it dhe 2 njési ne drejtimin negativ té boshtit t¢ x-it.

o |
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| | | | | | | | | | | |
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Figura 1.26: Grafikét e funksioneve f(x), f(x) + 2 dhe f(x +2).

Tani le té shqyrtojmé transformimin e shtrirjes dhe té pasqyrimit. Né qofté se ¢ > 1, atéheré grafikuiy = c- f(x)
éshté grafiku i y = f(x) i shtriré me njé faktor ¢ né drejtimin vertikal (sepse secila ordinaté y shumfishohet me té
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njéjtin numeér c). Grafikuiy = —f(x) éshté grafikui y = f(x) i pérmbysur né lidhje me boshtin e x-ve, sepse pika
(x, y) éshté zhvendosur te pika (x, —y).

Zgjatimet vertikale, horizontale dhe pasqyrimet

(Supozojmé se c > 1. Atéheré, pér té pérftuar grafikun e

y = cf(x): zgjatim (shtrijmé) grafikun e y = f(x) vertikalisht me njé faktor c
y=1f(v): ngushtojmé grafikun e y = f(x) vertikalisht me njé faktor c

y = f(cx): ngushtojmé grafikun e y = f(x) horizontalisht me njé faktor c

y = f(x/o): zgjatim grafikun e y = f(x) horizontalisht me njé faktor c
y=—f(x): e pasqyrojmé grafikun e y = f(x) né lidhje me boshtin e x-ve

y = f(=x): e pasqyrojmé grafikun e y = f(x) né lidhje me boshtin e y-ve

A

Pér shembull gé té gjejmé grafikun e y = 2 cos x ne shumézojmé ordinatén e secilés piké té grafikut té y = cos x
me 2. Kjo do té thoté qé grafiku i y = cos x do té zgjatet vertikalisht me njé faktor 2.

Figura 1.27: Grafiku i funksionit f(x) = [2x — 1|

Shembull 1.14. Ndértoni grafikun e funksionit
y=12x-1.

Zgjidhje: Ne fillimisht ndértojmé grafikun y = [2x| dhe pastaj e zhvendosim 1 njési djathtas si né Fig. ??.
O

Shembull 1.15. Duke u nisur nga grafiku y = +/x, pérdorni transformimet pér té pérftuar grafikéte y = Vx—2,y = Vx -2,
y=—+x,y=2+vx ssidhey= \-x.

Zgjidhje: Grafikét e y = /x — 2 qé merret nga zhvendosja e grafikut t& y = +/x me 2 njési poshté, y = Vx —2 gé
merret nga zhvendosja 2 njési djathtas e y = y/x. Ndérsa y = — v/x merret nga pasqyrimi i y = v/x sipas boshtit t&
x-ve, y = 2+/x qé merret nga zgjatja vertikale me faktor 2, dhe y = v/—x nga pasqyrimi né lidhje me boshtin e y-ve.

O

Shembull 1.16. Ndértoni grafikun e funksionit f(x) = x> + 6x + 10.
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Zgjidhje: Duke plotésuar katrorin e binomit, shkruajmé ekuacionin e grafikut si
y=x*+6x+10=(x+3)0* +1

Kjo do té thoté se ne marrim grafikun e déshiruar duke u nisur nga grafiku i parabolés y = x> me zhvendosje 3 njési
majtas dhe 1 njési lart.
]

Shembull 1.17. Ndértoni grafikét e funksioneve y = sin2x dhe y = 1 — sinx

Zgjidhje: (a) E pérftojmé grafikun e y = sin 2x prej grafikut té y = sin x népérmjet ngushtimit horizontal me faktor
2. Prandaj kur perioda e y = sin x éshté 27 perioda e y = sin 2x éshté & = 7.
(b) Pér té pérftuar grafikun e y = 1 — sin x ne gjthashtu nisemi nga grafiku i y = sin x. Fillimisht pasqyrojmeé né
lidhje me boshtin e x-ve pér té pérftuar grafikun e y = — sinx e mé pas e zhvendosim 1 njési sipér.
O

1.4.2 Kompozimi i funksioneve

Dy funksione mund té kombinohen pér té pérftuar funksione té reja: f+ g, f — g, fg, é, né ményré té ngjashme
si shuma, diferenca, prodhimi, pjestimi i dy numrave realé.
Né qofté se pérkufizojmé shumén f + g si mé poshté:

(f + Q) = flx) +8(x),

atéheré ana e djathté e ekuacionit ka kuptim né qofté se edhe f(x) edhe g(x) jané té pérkufizuara, domethéné kur
x i pérket bashkeésisé sé pérkufizimit té f(x)-sé gjithashtu i pérket edhe asaj té g(x)-sé. Pra, né qofté se bashkésia e
pérkufizimit té f(x) éshté A dhe e g(x) éshté B, atéheré bashkésia e pérkufizimit té (f + g)(x) éshté prerja e kétyre
bashkésive A dhe B, pra A N B.

Vérejmé se shenja + né krahun e majté té ekuacionit nénkupton mbledhjen e funksioneve, por shenja + né
krahun e djathté té ekuacionit ka vend pér mbledhjen e numrave f(x) dhe g(x).

Né ményré té ngjashme pérkufizojmé diferencén e dy funksioneve f — ¢ dhe prodhimin dhe bashkésité e tyre té

pérkufizimit jané gjithashtu prerjet e bashkésive A dhe B A N B. Por né pérkufizimin e funksionit raport é ne duhet
té kujtojmé se pjestimi me 0 s’ka kuptim, pra i—: éshté i pérkufizuar vetém pér g(x) # 0.

Le té jené f(x) dhe g(x) dy funksione me bashkési pérkufizimi pérkatésisht A dhe B. Atéheré, funksionet f + g,
f-3f3 ’:; pérkufizohen si mé poshté:

(f + 9)(x) = f(x) + g(x), bashkésia e pérkufizimit éshté prerja e A me B, AN B.

(f —9)(x) = f(x) — g(x), bashkésia e pérkufizimit éshté prerja e A me B, AN B.

(f9)x) = f(x)g(x), bashkésia e pérkufizimit éshté prerja e A me B, AN B.

(é) () = f(x)/g(x), bashkésia e pérkufizimit éshté: té gjitha x nga prerja e A me B té tilla gé g(x) # 0. Pra,
[x e AN B|g(x) # 0}

Shembull 1.18. Né gofté se f(x) = Vx dhe g(x) = V4 — x2, pérkufizoni funksionet f + g, f — ¢, fg, jé—;.

Zgjidhje: Bashkésia e pérkufizimit té f(x) = v/x &shté [0, +c0). Bashkésia e pérkufizimit té funksionit g(x) = V4 — x2
konsiston né té gjithé numrat x té tillé qé 4 — x? > 0, pra x* < 4. Duke marré rrénjén katrore té t&é dy anéve pérftojmé
mosbarazimin |x| < 2, ose x € [-2,2]. Pra, bashkésia e pérkufizimit éshté [-2,2]. Prerja e kétyre bashkésive té
pérkufizimit té f(x) dhe g(x) éshté

[0, +o0) N [-2,2] = [0, 2].
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Prej nga ményra se si u pérkufizuan funksionet kemi:
(f + 9)(x) = Vx + V4 — x2, me bashkeési péerkufizimi [0,2]
(f = 9)(x) = Vx — V4 — x2, me bashkési pérkufizimi [0, 2]
(fQ)(¥) = Vx- V4 —x2 = Vax — x3, me bashkési pérkufizimi [0,2]

AV - "
(g (x) = N7 =\i me bashkési pérkufizimi [0, 2)

f:X—>Ydheg:Y—>Z

Funksioni kompozim, i cili shénohet me g o f, éshté funksioni

gof=X—2 itillége, (go f)x) =g (f(x))

Situata e mésipérme mund té paraqitet mé miré me diagramén e méposhtme.

Jepen funksionet

! / .
d__,'.ll_‘—‘_LF _,—'-,‘d—'_'_'_'_— ., ,-"-
" \i/ N

Figura 1.28: Kompozimi i funksioneve

Kjo progeduré quhet kompozim sepse funksioni i ri éshté i pérbéré nga dy funksionet e dhéna f(x) dhe g(x).
Né pérgjithési pér ¢do dy funksione té dhéna f(x) dhe g(x) ne nisemi nga njé vleré x nga bashkésia e pérkufizimit
té g(x) dhe gjejmé imazhin e saj g(x). Né qofté se ky numér éshté nga bashkésia e pérkufizimit té f(x), atéheré ne
mund té llogarisim vlerén e f(g(x)). Rezultati i pérket njé funksioni té ri h(x) = f(g(x)) qé merret nga zévendésimi i
g(x) té f(x). Ai quhet kompozim i f(x) dhe g(x) dhe shénohet f o g (lexohet f(x) rreth g(x) ).

Pér dy funksione té dhéna f(x) dhe g(x) funksion kompozim i f(x) dhe g(x), f o g do té quhet funksioni i
pérkufizuar nga barazimi:

(f o 8)(x) = f(8(x))
Bashkésia e pérkufizimit té funksionit f o g éshté bashkésia e té gjithé x-ve nga bashkésia e pérkufizimit té g(x)-sé
té tilla gé g(x) t'i pérkasé bashkésisé sé pérkufizimit té f(x) -sé. Me fjalé té tjera, (f o g)(x) éshté e pérkufizuar kur té
dyja g(x) dhe (f(g(x)) jané té pérkufizuar.

Pér shembull, supozojmé se y = f(u) = Vu dhe u = g(x) = x> + 1. Megénése y éshté funksion i u-s¢ dhe u
funksion i x-it, kjo sjell gé y éshté funksion i x-it. Ne b&jmé kété zévendésim:

y=f=fg)=f(*+1)= Va2 +1
Shembull 1.19. Né gofté se f(x) = x* dhe g(x) = x — 3, gjeni funksionet kompozim f o g dhe g o f.
Zgjidhje: Atéheré, kemi

(f 0 Q) = f(g(x) = f(x - 3) = (x - 3)°
(g0 Hx) = g(f(x)) = g(x*) =x* -3

O
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Shembull 1.20. Né gofté se f(x) = Vx dhe g(x) = V2 — x, gjeni secilin nga funksionet e méposhtém dhe bashkésité e tyre té
pérkufizimit i) f o g, ii) go f,iii) fo f,iv) go Q.
Zgjidhje: i) Kemi

(fo ) = f(8() = f(V2-x) = V2 -x.

Bashkésia e pérkufizimit té f o g éshté x < 2 ose (—o0,2].
ii)Pér (g o f)(x) kemi

(g0 NHx) = g(f(x) = g(Vx) = 42— Vx.
{2— Vx>0

x>0

Bashkésia e pérkufizimit éshté

Pra, bashkésia e pérkufizimit té g o f éshté segmenti [0, 4]. Pér dy funksionet e fundit kemi

fof(x) :x%, dhe go g(x) = \J2— V2—x

Bashkésia e pérkufizimit té (f o f) éshté [0, +o0), kurse pér g o g kemi

2-x20
2-V2-x>0
Bashkésia e pérkufizimit té g o g éshté segmenti [-2,2].
]

Eshté i mundur té béhet edhe kompozimi i mé shumé se dy funksioneve. Pér shembull, funksioni kompozim
f o g oh gjendet duke aplikuar fillimisht i pastaj g(x) dhe f(x) té fundit si mé poshté:

(f o g om)(x) = f(g(h(x)))

INPUTx =3

Yi

FUNCTION f:
X 2
lDUTPUT
fix)=9
INPUT
FUNCTION g:
x+1

JL

OUTPUT g(f(x)) = 10

Figura 1.29: Diagrama e kompozimit té funksioneve
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Shembull 1.21. Gjeni f o g o h né qofté se f(x) = x/(x + 1), g(x) = x1°, dhe h(x) = x + 3.
Zgjidhje:
B 0 (x+3)1°
(fogoh(x) = f(gh(x) = f(g(x+3)) = f((x+3)7) = G+30+1
o

Mé tej do té pérdorim kompozimin e funksioneve pér té pérftuar funksione té komplikuara prej funksioneve té
thjeshta. Por né Kalkulus shpesh pérdoret zbérthimi i funksioneve té komplikuara né funksione mé té thjeshta, si

né shembullin né vazhdim.

Shembull 1.22. Pér funksionin e dhéné

F(x) = cos?(x +9),

gjeni funksionet f(x), g(x), h, té tillagé F=fogoh.

Zgjidhje: Meqgénése F(x) = cos’(x + 9), kjo na tregon se: fillimisht i shtojmé x -it 9, pastaj marrim kosinusin e

rezultatit dhe né fund e ngremé né katror. Késhtu gé
h(x) =x+9,

Prej nga
(fogoh)(x)=

Ushtrime:
1. Supozojmé se éshté dhéné grafiku i funksionit f(x). Shkru-
ani ekuacionet pér grafikét qé pérftohen nga grafiku i f(x) si
mé poshté:
a) Duke e zhvendosur grafikun e f(x) tre njési lart.
b) Duke e zhvendosur grafikun e f(x) tre njési poshte.
c) Duke e zhvendosur grafikun e f(x) tre njési nga e djathta.
d) Duke e zhvendosur grafikun e f(x) tre njési nga e majta.
e) Duke e pasqyruar rreth boshtit té x-ve.
f) Duke e pasqyruar rreth boshtit té y-ve.

g) Duke e zgjatur vertikalisht me faktor 3.

h) Duke e shtypur vertikalisht me faktor 3.

2. Shpjegoni se si pérftohet secili nga grafikét prej grafikut té
funksionit y = f(x).

a) y=5f(x)
b) y = f(x-5)
o y=-f(x)
34

g(x) = cosx,

f(g(h(x) = f(g(x+9)) = f (cos(x +9))

flx) =22

= (cos(x + 9))2 = F(x)

d) y=-5f(x)
e) y = f(5x)
) y=5f(x) -

3. a) Si éshté grafiku i y = 2sinx né lidhje me grafikun e
y = sinx? Ndértoni grafikun e y = 2sinx.

b) Si éshté grafiku i y = 1+ +x né lidhje me grafikun e
y = \x? Pérdorni pérgjigjen pér té skicuar grafikun e
y=1+ +x

4. a) Siéshté grafikuiy = f(|x|) ne lidhje me grafikun e f(x)?
b) Ndértoni grafikun e y = sin |x|.

) Ndértoni grafikun e y = |x|.

5 Gjeni f+g, f-g fg/

dhe pércaktoni bashkésiné e

pérkufizimit té tyre.
a) f(x)=x>+2x% g(x) =32 -1
b) f(x)= V3—-x, g(x) = Va2 -1

Gjeni funksionet (a) fo g, (b) go f, (c) fo f, dhe go g dhe
bashkésité e tyre té pérkufizimit.

6. f(x)=x2-1 gx)=2x+1
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7. f(x)=x—2 g(x)=x*+3x+4
8. f(x)=1-3x g(x) =cosx
9. f(x)= VX g()=VT—x
10. f)=x+1 ) =15

11. f(x) = 5 g(x) =sin2x

Gjeni f o goh.

12 f()=x+1 g¥)=2x h(x)=x-1
13. f)=2x—-1 g(x) =22, h(x)=1-x
14. f(x)= Vx-3 g(x) =2 h(x)=x*+2
15. f(x) = tanx, g(x) = =5, h(x) = Vx

Shprehni funksionin né trajtén f o g.

16. F(x) = (x* + 1)!0
17. F(x) = sin(/x)

18. F(x) = - fgf

19. G(v) = 1=
20. u(t) = Vcost

21. u(f) = Lant

1+tant

22. Shprehni funksionin né trajtén f o g o h.

H(x)=1-3"

H(x) = 2 + x|
H(x) = sec*(Vx)

23. Pérdorni tabelén peér té njehsuar secilén shprehje

f(g), g(f(1)), f(f(1)), g(g(1)), f o &(6), 8 © f(3).

W
—_
HN
N
N
€3]

X
f(x)
gx) 632123

©Albanian Institute of Mathematics

24. Funksioni H éshté perkufizuar nga

0 mnéqoftese t<0

H(t) =
® {1 né qoftése t>0

Ai pérdoret né studimin e gargeve elektrike pér té prezantuar
rrjedhjen e rrymés elektrike, ose tensionin kur celsi ndizet né
cast.

a) Ndertoni grafikun e kétij funksioni.

b) Ndértoni grafikun e tensionit V(t) né qark né qofté se gelsi
ndizet né kohén t = 0 dhe 120 volt aplikohen né ¢ast né
qark. Shkruani njé formulé pér V() né varési té H(t).

c) Ndértoni grafikun e tensionit V (t) né qark kur celsi ndizet
né t = 5 sekonda dhe né cast aplikohet njé tension prej
240 voltésh.

25. Le té jené f(x) dhe g(x) funksione lineare me ekuacione
f(x) = mix + by dhe g(x) = mpx + by. A éshté f o g linear?
NE qofté se po cili do t¢ ishte koeficenti kéndor i grafikut té tij?

26. a) N& qofté se g(x) = 2x + 1 dhe h(x) = 4x* + 4x + 7,
gjeni njé funksion f(x) té tillé qgé fog=h

b) Né qofté se f(x) = 3x + 5 dhe h(x) = 3x* + 3x + 2, gjeni
njé funksion g(x) té tillé qg¢ fog=h

27. Né qofté se f(x) = x + 4 dhe h(x) = 4x — 1, gjeni njé
funksion g(x) té tillé qgé go f =h

28. a) Supozojmé qé f(x) dhe g(x) jané funksione cift. Cfare
mund té thoni pér f + g dhe fg?

b) Po né qofté se kéto do té ishin funksione tek ¢'mund té thoni
per f + gdhe fg?

29. Supozojmé se f(x) éshté ¢ift dhe g(x) éshté tek. Cfare
mund té thoni pér fg?

30. Supozojmé se g(x) éshté¢ njé funksion ¢ift dhe le té jeté
h = f o g. Aéshté h gjithmoné ¢ift?

31. Supozojmé se g(x) éshté njé funksion tek dhe le té jeté
h = fog A éshté h gjithmoné njé funksion tek? Cdo té
ndodhte po qge se f(x) éshté tek? po né qofté se f(x) éshté ¢ift?

32. Pércaktoni né se funksioni f(x) = x* éshté funksion rrités
ose zbrités né fushén e pérkufizimit. Vértetoni pérgjigjen tuaj

33. Pér ¢'vlera té a, b, c,d éshté funksioni i méposhtém rrités,
zbrités:

i) f(x)=ax+Db

ii) f(x) = ax® + bx + ¢

iii) f(x) =ax® + bx? +cx +d
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1.5 Funksionet e anasjellta

Meé poshté kujtojmeé edhe njéheré pérkufizimin e funksionit injektiv.

Pérkufizim 1.3. Njé funksion f : X — Y quhet funksion njé pér njé ose injektiv né qofté se nuk merr té njéjtén
vleré dy heré, qé do té thoté se
Vxi,x2 € X, f(x1) # f(x2) sa heré qé x1 # xo.

Né qofté se njé drejtéz horizontale pret grafikun e f(x) mé shumé se né njé piké, atéheré ekzistojne numrat x;
dhe x, té tillée qé f(x1) = f(x2). Kjo do té thoté se f(x) nuk éshté funksion njé pér njé. Prej nga ne kemi metodén e
méposhtme gjeometrike pér té pércaktuar se kur njé funksion éshté njé pér njé.

1.5.1 Testii drejtézés horizontale

Lexuesi té vértetojé Lemén e méposhtme e cila éshté elementare dhe njihet né literaturé si testi i drejtézés
horizontale.

Figura 1.30: Grafiku i njé funksioni injektiv (né té majté) dhe jo-injektiv (né té djathte).

Lema 1.1. Njé funksion éshté funksion injektiv atéheré dhe vetém atéheré kur asnjé drejtéz horizontale nuk e pret grafikun e
funksionit mé shumé se njé here.

Ne vazhdojmé me disa shembuj funksionesh njé pér njé pérpara se té kalo-
jmé tek pérkufizimi i funksionit invers.

Shembull 1.23. A éshté funksioni g(x) = x* funksion njé pér nje?

Zgjidhje: Ky funksion nuk éshté funksion njé pér njé sepse pér shembull, o

ghy=1=¢-1 S

pra 1 dhe —1 kané té njéjtén dalje. -

Gjithashtu, ka drejtéza horizontale qé e presin grafikun e g(x) mé shumé se
njé heré. Pra, prej testit té drejtézés horizontale del se g(x) nuk éshté funksion
njé pér njé. O

o 4

Shembull 1.24. A éshté funksioni f(x) = x° funksion njé pér njé? e

Zgjidhje: Né qofté se x; # x,, atéheré x3 # x3 (dy numra té ndryshém s'mund e

té kené té njéjtin kub). Prandaj, nga pérkufizimi f(x) = x> éshté funksion njé I A A1 1
pér njé.

Figura 1.31: Grafiku i f &1
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Gjithashtu, nga Fig. ?? ne shohim se asnjé drejtéz horizontale nuk e pret
grafikun mé shumé se njé heré. Pra, nga testi i drejtézés horizontale f(x) éshté
funksion njé pér njé. m|

Funksionet njé pér njé jané té réndésishém sepse jané pikérisht ata qé kané
funksione té anasjellta sipas pérkufizimit. Mé poshté ne japim pérkufizimin
formal té funksionit té anasjellté. Vini re se termi invers pérdoret shpesh né
vend té termit té anasjellté.

Pérkufizim 1.4. Le téjeté f(x) njé funksion njé pér njé me bashkési pérkufizimi A dhe bashkési vlerash B. Atéheré,
funksioni i anasjellté i tij, i cili shénohet mef~!, quhet funksioni qé ka bashkési pérkufizimi B dhe bashkési vlerash
A dhe pér ¢do v € B kemi

) =xe= f)=y.

Vérejtje 1.2. Béni kujdes mos e ngatérroni —1 tek f~! me eksponentin. Prandaj f~'(x) nuk éshté w~. Né ményré reciproke

1/ f(x) mund té shkruhet si [f(x)]. "
Lexuesi té vértetojé rezultatet e méposhteme
Lema1.2. i) Funksioni f ka invers atéheré dhe vetém atéheré kur f éshté bijektiv.
ii) Né qofté se funksioni invers f~ i njé funksioni f ekziston atéheré ai éshté unik.

iii) fof =idydhe f1of = id
io) (F1) " = f

W (fog) =g lof!

Vértetim: Detyré lexuesit.
O
Shkronja x tradicionalisht pérdoret pér té shénuar ndryshoren e pavarur, késhtu qé ne kur duam té pérgendro-
hemi tek f~!, ne zakonisht ndryshojmé rolet e x me y dhe shkruajmé

i) =y = fly) =x
Nga zévendésimimi y né pérkufizimin e funksionit invers ne pérftojmé ekuacionet e thjeshtimit si mé poshté:
FUf(x) =x, peredox e A

dhe gjithashtu
f(f'(x)) =x, pér¢dox e B

Pér shembull, né qofté se f(x) = x3, atéheré f~!(x) = x5 dhe kemi

@ =(¢) =x de () =(x) == (14

Kéto ekuacione na thoné se funksioni kubik dhe funksioni i rrénjés kubike thjeshtojné njéri tjetrin kur aplikohen
njéri pas tjetrit.

Tani le té shohim sesi mund t'i pérftojmé funksionet inverse. Né qofté se kemi funksionin y = f(x) dhe jemi né
gjendje té zgjidhim kété ekuacion né lidhje me x né varési té y, atéheré duke u nisur nga Pérkufizimi ?? ne mund
té kemi x = f~1(y). Né qofté se ne duam ta quajmé ndryshore té pavarur x-in, atéheré ne ndérrojmé x me y dhe
arrijmé né ekuacionin y = f~1(x).
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1.5.2 Si té gjejmé funksionin e anasjellté té funksionit injektiv.

Pér té gjetur funksionin invers té njé funksioni f(x) ka njé proceduré fare té thjeshté e cila varet kryesisht nga
zgjidhja e ekuacionit pérkatés. Ne kalojmé népér kéto hapa pér té gjetur inversin e f(x):

e Hapi i paré: Shkruajmeé y = f(x)
e Hapi i dyté: Zgjidhim ekuacionin pér x né lidhje me y (né qofté se éshté e mundur).
e Hapi i treté: Pér té shprehur f~! si funksion té x-it, ndryshojmé x me y. Ekuacioni rezulton té jeté y = f~!(x).

Shembull 1.25. Gjeni inversin e funksionit f(x) = x> + 2.

Duke u nisur nga ajo qé pérmendém mé sipér fillimisht shkruajmé y = x>+2.
Prej nga zgjidhim ekuacionin x> = y — 2 né lidhje me x, dhe kemi x = {/y - 2.
Pérfundimisht, ndérrojmé x me y dhe marrim

Y= Vx -2

Pra, inversi i funksionit éshté f~(x) = Vx - 2.

Parimi i ndryshimit t&€ x me y na jep gjithashtu metodén pér té pérftuar
grafikun e f~! nga grafiku i f(x). Megénése f(a) = b atéheré dhe vetém atéheré
kur f~1(b) = a, pika (a,b) ndodhet né grafikun e f(x) vetém kur pika (b,a)
ndodhet né grafikun e f~!. Por ne e marrim pikén (b,a) nga (a, b) népérmijet
pasqyrimit né lidhje me drejtézén y = x, shih Fig. ?2.

Lema 1.3. Grafiku i f~! pérftohet nga pasqyrimi i grafikut té f(x) né lidhje me Figura 1.32: f(x) dhe f~1(x)
drejtézén y = x.

Shembull 1.26. Ndértoni grafikun e f(x) = V-1 —x dhe té inversit té tij duke
pérdorur té njéjtin sistem koordinativ.

Zgjidhje: Fillimisht skicojmé grafikun e kurbés y = V-1 - x (gjysma e sipérme e parabolés y> = -1 — x ose
x = —y? — 1) dhe e pasqyrojmé né lidhje me drejtézén y = x pér té pérftuar késhtu grafikun e inversit; shih Fig. 2.
Si¢ duket edhe né grafikun toné shprehja pér inversin éshté f~'(x) = —x? — 1, pér x > 0. Pra, grafiku i inversit éshté
gjysmé parabola y = —x* — 1.

O

1.5.3 Funksionet inverse trigonometrike

Kur pérpigemi té gjejmé inversét e funksioneve trigonometrike, hasim njé véshtirési. Ngaqé funksionet
trigonometrike nuk jané funksione njé pér njé, ato nuk kané funksione inverse. Véshtirésia kapércehet duke
ngushtuar bashkésiné e pérkufizimit aq sa funksionet t€ jené funksione njé pér njé.

Ne kemi paré se funksioni y = sin x, nuk éshté funksion njé pér njé (duke pérdorur testin e drejtézés horizontale).
Por funksioni y = sinx, pér x té tillé —nt/2 < x < ©/2 éshté funksion njé pér njé. Funksioni invers i kétij funksioni
sinus té ngushtuar ekziston dhe shénohet me sin™' ose arcsin. Ky quhet inversi i sinusit ose funksioni arksinus.
Mé poshté do t'a pergjithésojmé kété ide pér gjithé funksionet trigonometrike:

Megénése pérkufizimi i funksionit invers thoté se

fl =y = fly) =«

do té kemi
sinx =y e siny=xdhe —n/2<y<m/2

Né qofté se -1 < x < 1, sin™! x éshté numri ndérmjet —7t/2 dhe /2 sinusi i té cilit éshté x.
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Shembull 1.27. Llogarisni
(a) sin”™! (%)

(b) tan (arcsin %)

Zgjidhje: (a) Kemi

sepse sin (Z) = 1 dhe Z shtrihet midis — dhe %.
(b) Le t& jeté 6 = arcsin 1, prejnga sin 6 = 1.
Pra, ne mund té vizatojmé trekéndéshin kénddrejté me kénd 6 dhe duke u nis nga teorema e Pitagorés del qé
brinja e treté (kateti pérbri kéndit 0) ka gjatési V9 —1 = 2 V2. Kjo na mundéson qé té llogarisim duke lexuar nga
trekéndéshi se
1 1
tan (arcsm 5) =tan0 = ——

242

Ekuacionet e thjeshtimit pér funksionet inverse né kété rast kané trajtén,

1 LT T
sin™" (sinx) = x, pér ) <x< 5

sin (sin‘1 x) =x, pér -1<x<1

Funksioni invers (i anasjellté) i sinusit ka si bashkési pérkufizimi [-1, 1] dhe bashkési vlerash [-7t/2, 71/2]. Funksioni
invers i kosinusit pérftohet né ményré té ngjashme. Funksioni i kufizuar kosinus f(x) = cosx, 0 < x < 7t éshté
funksion njé pér njé dhe késhtu ai ka funksion invers i cili shénohet me cos™ ose arccos.

cos™!

x=yecosy=xdhe 0<y<m

Funksioni invers i funksionit kosinus, cos™, ka si bashkési pérkufizimi [-1, 1] dhe bashkési vlerash [0, 7t].
Funksioni tangent mund té béhet funksion njé pér njé né qofté se e kufizojmé né intervalin (-m/2, 7/2). Prandaj

inversi i funksionit tangent do pérkufizohet si funksioni invers i y = tanx, pér (-n/2 < x < 711/2), ai shénohet me

tan~! ose arctan.

-1 Tt Tt
tan "x =y tany =x pr —E<x<§
Dimé se drejtézat x = +7 jané asimptotat vertikale t€ funksionit tangent. Megénése grafiku i inversit merret nga
pasqyrimi né lidhje me drejtézén y = x, kjo na sjell se drejtézat y = 71/2 dhe y = —7/2 jané asimptotat horizontale té
arktangentit. Pérkufizimet e funksioneve té anasjellta trigonometrike jané pérmbledhur né Tabelén ??.

Emeértimi y= x = Bashkésia Vlera Vlera
e pérkufizimit ne radian ne grade
arcsine arcsinx | siny -1<x<1 -n/2<y<m/2 -90<y<90

arccosine arccosx | cosy -1<x<1 O<y=<mn 0<y=<180
arctangent | arctanx | tany (=00, ) -n/2<y<m/2 -90 <y <90
arccotangent | arccotx | coty (=00, 00) O<y<m 0<y<180

arcsecant arcsecx | secy | x<-losel<x | 0<y<m/2osen/2<y<m | 0<y<900se90 <y <180
arccosecant | arcescx | cscy | x<-losel<x | —m/2<y<0ose0<y<m/2 | -90<y<00se0<y<90

Tabela 1.3: Funksionet inverse trigonometrike

Grafikét e arctangent, arccotangent, arcsecant dhe arccosecant né bashkésité respektive té pérkufizimit i kemi
mé poshté:

Shembull 1.28. Thjeshtoni shprehjen cos (’fan‘1 x).
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.1'J

——— T T
arccot(x) | Eﬁy

S

1 11

3 LT t

——— -4 -3 -2 -1 ?“/::—
-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 *F TTTTEmeaL 1 2 3 4 *
arcescl ) ~
_%ﬂ-" LI —%‘.‘T

arctan(r)

Figura 1.33: Grafikét e arctangent, arccotangent, arcsecant, dhe arccosecant

Zgjidhje: Le té jeté y = tan"' x. Atéheré, tany = x dhe —% < x < § Ne duam t& gjejmé cos y, por meqéné qofté se
tan y njihet éshté mé e lehté té gjendet fillimisht 1/ cos y. Pra, kemi

Prandaj,

40

=l+tan’y=1+x"

cos? y
1
= V1+x?
cos Y

cos(tan™! x) = cos y=

1
\/1+x2.

arccos(r)

arcsin(x)

Figura 1.34: Grafikét e arcsin x dhe arccos x.
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1.5.4 Funksioni eksponencial dhe logaritmik

Né qofté se a > 0 dhe a # 1, funksioni eksponencial f(x) = a* mund té jeté rrités ose zbrités, qé do té thoté se
éshté funksion njé pér njé, kjo nga testi i drejtézés horizontale. Pra, ka njé funksion invers f~! qé quhet funksion
logaritmik me bazé a dhe shénohet si log,. Né qofté se ne pérdorim formulimin e funksionit invers té dhéné nga

i =y fly) =x

ne do té kemi:
log,x=yea’=x

Prandaj, né qofté se x > 0, atéheré log, x éshté eksponenti né té cilin duhet ngritur a pér té pérftuar x. Pér shembull,
log,, 0,001 = -3 sepse 10 = 0, 001.
Ekuacionet e thjeshtimit, kur aplikohen tek funksioni f(x) = a* dhe f~(x) = log,(x), del se:

log,(a*) = x,Vx € R dhe a8 = x, Vx> 0

Funksioni logaritmik log, ka si bashkési pérkufizimi (0, +o0) dhe bashkeési vlerashR. Grafiku i tij éshté pasqyrimi i
grafikut y = a* né lidhje me drejtézén y = x.

Vetité e méposhtme té funksionit logaritmik rrjedhin direkt nga vetité respektive té funksionit eksponencial té
dhéna né seksionin e méparshém.

i) log, (xy) = log, x +log, y
ii) log, i—j‘ =log,x —log,y
iii) log (x)" = rlog, x

Shembull 1.29. Pérdorni rregullat e logaritmit pér té llogaritur log, 80 — log, 5.

Zgjidhje: Duke pérdorur rregullin ii) kemi

log, 80 —log, 5 = log, (85—0) =log,16 =4

sepse 24 = 16.

Logaritmet natyrore

Nga té gjitha bazat e mundshme a pér logaritmet, ne do té shohim né vazhdim se zgjedhja mé e pérshtatshme
pér bazén a éshté numri e. Logaritmi me bazé e quhet logaritém natyror dhe ka njé shénim té vecanté:

log,x =Inx

Né qofté se ne i zévendésojmé a = e dhe log, me "In"né ekuacionet e thjeshtimit té logaritmeve, atéheré vetité
pércaktuese té funksionit té€ logaritmit natyror marrin trajtén:

Inx =y & e =xdhe In(¢") =x,¥x e R

Gijithashtu,

M = x,¥x >0

Né vecanti, né qofté se marrim x = 1 do té kemi Ine = 1.
Shembull 1.30. Gjeni x né gofté se Inx = 5.
Zgjidhje: Fillojmé me ekuacionin

Inx=5

dhe aplikojmé funksionin eksponencial né té dy anét e ekuacionit:

Por nga ekuacioni i dyté i thjeshtimit kemi se e™"* = x. Prandaj, x = ¢°.
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Shembull 1.31. Zgjidhni ekuacionin
e =10

Zgjidhje: Ne marrim logaritmet natyrore té t&¢ dy anéve té ekuacionit dhe pérdorim ekuacionin e thjeshtimit:
In(e>) = In10 na jep 5 - 3x = In 10

Késhtu qé x = 1(5-1In 10). Meqénése logaritmi natyror gjendet me makina llogaritése shkencore, mund ta pérafrojmé
zgjidhjen me x ~ 0.8991.

o
Shembull 1.32. Shprehni
Ina+ % Inb
si njé logaritém i vetém.
Zgjidhje: Duke pérdorur rregullin iii) dhe i) té logaritmeve do té kemi
Ina + %mb =Ina+Inb"? =Ina+In Vb = In(a Vb)
O

Formula né vazhdim tregon se logaritmet me ¢farédo lloj baze mund té shprehen né termat e logaritmit natyror.
Lema 1.4 (Formula e ndryshimit té bazés). Pér ¢do numér pozitiv a (a # 1), ne kemi

Inx

logax = m

Vértetim: Le té jeté y = log, x, prej nga ne kemi a’ = x. Duke marré logaritmin natyror té té dy anéve té kétij
ekuacioni, pérftojmé yIna = Inx. Atéherg,
_Inx
~ Ina’
]
Makinat llogaritése shkencore kané njé buton pér logaritmet natyrore, késhtu gé formula e mésipérme na
mundéson té llogarisim njé logaritém té ¢farédo lloj baze si¢ tregohet né shembullin né vazhdim. Né ményré
té ngjashme kjo formulé na ndihmon té ndértojmé grafikun e ¢do funksioni logaritmik né njé makiné llogaritése
grafike apo kompjuter.

Shembull 1.33. Llogaritni logg 5 me péraférsi deri gjashté shifra pas presjes.

Zgjidhje: Formula e ndryshimit té bazés na jep

m_z ~ 0.773976

logg 5 = n

|
Sé bashku me té gjithé funksionet e tjeré logaritmiké me bazé mé té madhe se 1, logaritmi natyror éshté funksion
rrités i pérkufizuar né (0, +o0o0) dhe me boshtin e y-ve si asimptoté vertikale.

Ushtrime:

1. a Shkruani njé ekuacion i cili pércakton njé funksion ek- funksioni?

ial me bazé a > 0.
sportentctas e aze @ d Ndértoni grafikun e funksionit eksponencal né secilin nga
b Cila éshté bashkésia e perkufizimit té keétij funksioni? rastet: a>1,a=1,0<a<1

¢ Né qofté se a # 1, cila éshté bashkésia e vlerave té kétij 2. a Siéshté perkufizuar numri e?
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b Cila éshté vlera e pérafért pér e?

¢ Cili éshté funksioni eksponencial natyror?

3. Ndértoni grafikét e funksioneve té dhéné né njé sistem ko-
ordinativ té pérbashkét. C’lidhje kané kéta grafiké me njeri-

tjetrin?

1. y=2x,y=¢",y=5 y=20°
2.y=e,y=e,y=8,y=8"
3. y = 3x, y = 109(, y = (%)x, y = (11—0)Y
4. 0.9%,y=0.6"y=03%y=01"
4. Duke u nisur nga grafiku i y = e*, shkruani ekuacionin e
grafikut gé rezulton nga:
a Duke e zhvendosur dy njési poshte.
b Duke e zhvendosur dy njési nga e djathta.
¢ Duke e pasqyruar né lidhje me boshtin e x-ve.

d Duke e pasqyruar né lidhje me boshtin e y-ve.

e Duke e pasqyruar né fillim né lidhje me boshtin e x-ve, e
pastaj né lidhje me boshtin e y-ve.

5. Duke filluar nga grafiku i funksionit y = e*, gjeni ekua-
cionin e grafikut i cili pérftohet nga

a Pasqyrimi né lidhje me drejtézén y = 4.
b Pasqyrimi né lidhje me drejtézén x = 2.

6. Gjeni bashkésiné e pérkufizimit pér secilin nga funksionet.

« f0) =1z

o f(0) ==
e g(t) = sin(e™)
o o) = VI-2

7. Né qofté se f(x) = 5%, Vértetoni se

foe+h) - flx) _
- =

5t —1
h

5%( )

8. Krahasoni funksionet f(x) = x° dhe g(x) = 5* duke i ndér-
tuar grafikét e té dy funksioneve né disa drejtkéndésha pamjeje.
Gjeni té gjitha pikat e prerjes té grafikéve me saktési deri né
njé shifér pas presjes. Cili funksion rritet mé shpejt?

©Albanian Institute of Mathematics

9. Nén kushtet ideale njé popullim i caktuar bakteriesh dihet
se e dyfishon veten e vet ¢do tri ore. Supozojmé se fillimisht
jané 100 bakterie.

a Cili éshté numri i popullatés pas 15 orésh?
b Cili éshté numri i popullatés pas t orésh?
¢ Llogarisni numrin e popullatés pas 20 orésh.

d Ndértoni grafikun e funksionit té popullatés dhe njehsoni
kohén kur popullata arrin numrin 50, 000.

10. Njé kulturé bakteriale fillon me 500 bakterie dhe e dyfishon
numrin e vet ¢do gjysmé ore.

a Sa bakterie jané béré pas 3 orésh?
b Cili éshté numri i bakterieve pas t orésh?
¢ Llogarisni numrin e bakterieve pas 40 minutash.

d Ndértoni grafikun e funksionit té popullatés dhe njehsoni
kohén kur popullata arrin numrin 100, 000.

11. Né qofté se ju ndértoni grafikun e funksionit

do té shihni se f(x) duket té jeté njé funksion tek. Provojeni
kité fakt.

12. Ndértoni grafikét e disa prej funksioneve té cilét jané pjesé
e familjes
1
SO = e

ku a > 0. Si ndryshojné grafikét kur ndryshon b-ja? Si

ndryshojné kur ndryshon a-ja?

13. Cfaré éshté njé funksion njé pér njé? Si mund té thoni

duke u nisur nga grafiku i njé funksioni né qofté se ky éshte

njé funksion njé pér nje?

14. a Supozojmé se f(x) éshté njé funksion njé pér njé me
bashkeési perkufizimi A dhe bashkési vlerash B. Si
pérkufizohet funksioni i anasjellté i tij f~1? Cila éshté
bashkésia e pérkufizimit té f~1? Po bashkésia e vlerave?

b NE qofté se ju jepet njé formulé pér f(x), si do ta gjenit njé
formulé pér f~1?

c Ne qoff'e’ se ju jepet grafiku i f(x), si do ta gjenit grafikun e
-17

15. Né qofté se f(x) éshté njé funksion njé pér njé i tille qé

f(2) =9, kush do té jeté f~1(9)?

16. Le té jeté f(x) = 3 + x* + tan(rx/2), ku -1 < x < 1.

a Gjeni f1(3).

b Gjeni f(f7(5)).

17. Né gofté se g(x) = 3 + x + ¢*, gjeni g1 (4).
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18. Né teoriné e relativitetit masa e njé grimce me shpejtési v

éshte
no

ku my éshté masa né momentin fillestar e grimcés dhe c shpe-
jtésia e drités né boshllek. Gjeni funksionin e anasjellté té f(x)
dhe jepni kuptimin e tij.

m= f(o) =

19. Gjeni njé formulé pér funksionin e anasjellté té funksionit.
1. f(x) = V10 - 3x

) = 35

. flx) = e

Cf)=23+3

N

. y=In(x+3)

X

— e
Y= T

S T OGN

20. Gjeni njé formulé eksplicite pér f~1 dhe pérdoreni até pér
té ndértuar grafikun e f~*. Ndértoni grafikun e f(x) dhey = x
né té njéjtin sistem koordinatio f(x) =x* +1, f(x) =2 —¢*

21. a Si pérkufizohet funksioni logaritmik y = log, x?
b Cila éshté bashkésia e pérkufizimit té keétij funksioni?
¢ Cila éshté bashkésia e vlerave té kétij funksioni?

d Ndértoni grafikun e funksionit y = log, x kura > 1

22. a Cfaré éshté logaritmi natyror?

b Cfaré éshté logaritmi i zakonshém?

¢ Ndeértoni grafikun e funksionit logaritéem natyror dhe té
funksionit eksponencial natyror né té njéjtin sistem ko-
ordinativ.

23. Gjeni vlerén e sakté té secilés shprehje.
a log; 125

b log; 7

c In(1/e)

d log,, V10

e log, 6 —log, 15 + log, 20

f log, 100 — log, 18 — log, 50

g af2lr15
h In(Ine)
24. Kalojeni shprehjen e dhéné né njé logaritém té vetém

1. In5+5In3

44

2. In(a +b) +In(a - b) - 2Inc
3. In(1 +x?) + 1 Inx - Insinx

25. Pérdorni formulén e ndérrimit t¢ bazés pér té njehsuar
secilin logaritém me saktési deri né gjashté shifra pas presjes.
(a)log,, 10, (b)log, 8.4

26. Pérdorni formulén e ndérrimit té bazés peér té ndértuar
grafikét e funksioneve té dhéné né njé sistem koordinativ té
perbashkeét. Si jané té lidhur kéta grafike?

L y=log 5% y=Inx y =log, x, y = logs x
2. y=Inx,y=log,,x, y=¢,y=10°

27. Krahasoni funksionet f(x) = x*! dhe g(x) = Inx duke
ndeértuar grafikét e tyre né sisteme koordinative té pérbashkéta.
Kur grafiku i f(x) e kalon pérfundimisht grafikun e g(x)?

28. Zgjidhni secilin nga ekuacionet né lidhje me x.

2Inx=1 et —7=0
2*° =3 In(Inx) =1
e*=5 In(5-2x+) = -3

Inx+In(x-1)=1 e~ =Ce™, kua+b
29. Zgjidhni secilin ekuacion ose inekuacion né lidhje me x.
e <10
Inx > -1

2<Ilnx<9

6273.}" >4

30. Gjenifillimisht bashkésiné e pérkufizimit té f(x), gjeni f !
si dhe bashkésiné e pérkufizimit té tij.

f@) = V3— e
f(x) = In(2 + Inx)

31. Gjeni vlerén e sakté té secilés shprehje.

(a) sin”'(V3/2) (g) cot™ (= V3)

(b) cos™'(-1) (h) arccos(—%)

(c) tan"'(1/ \/5) (1) tan(arctan 10)
(d) sec!2 (j) sin™(sin(77/3))
(e) arctan 1 (k) tan(sec™* 4)

(f) sin"'(1/V2) (I) sin(2 sin_l(g))

32. Veértetoni se cos (sin*1 ) = V1 -x2,
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33. Thjeshtoni shprehjet té funksionit
g(x) = sin”!(3x + 1)

. . -1
(¢) tan(sin™ x) 35. Ndértoni grafikun e funksionit dhe shpjegoni paragitjen
(ii) sin(tan™! x grafike.

(iii) cos(2 tan™! x i f(x) = sin (sin"! )

34. Gjeni bashkésiné e pérkufizimit dhe bashkésiné e vlerave ii g(x) = sin™'(sin x)

Ushtrime pér pérséritje

Ne kété seksion ne japim njé listé ushtrimesh dhe problemash té Kap. ?2. Njé listé e tillé duhet té sherbejé si njé
guidé pér studentét pér provimin e paré.

36. Nderto grafikun e funksioneve gé vazhdojné: 3. f(x) = V81 —x*
i) f(x) = sin%
i) f(x) = x +sinx 4 f()= VOTXT20
37. Cili éshté funksioni invers i f(x) = e*?
38. Eshté relacioni i méposhtém funksion 5. f(x) = sin Vx
PP =12

6. f(x) = sin?(100x)
39. Pérdorni makinén llogaritése grafike pér té pércaktuar se
czl.z. ngandre]tkefzde'shat e pamjes jep grafikun mé té pérshtat- 7. f(x) = cos(0.001%)
shem per funksionin

f(x) = Vxd —5x2 8. f(x) = sec(20mx)
a [-5,5] me [-5,5]

9. f(x) = 10sinx + sin 100x
b [0,10] me [0, 2]

¢ [0,10] me [0,10] 10. f(x) = x* + 0.02sin 50x

40. Pérdorni makinén llogaritése grafike pér té pércaktuar se . . ‘ .
cili nga drejtkéndéshat e pamjes jep grafikun mé té pérshtat- 42. Apriten grgﬁk'e't né flreﬂké‘ndé‘shat e pamjes té dhéné ? Né
shém pér funksionin qofté se po sa pika prerjeje kané?

I T 1eE T30 a y=3x2-6x+1,y=0.23x—225[-1,3] me [-2.5,15]
x) = Vxt —16x
b y=6-4x—x?, y=3x+18; [-6,2] me [-5,20]
a [_3/ 3] me [_3/ 3] L. .. P . . .
43. Gjeni té gjitha zgjidhjet e ekuacioneve me saktési deri né

b [-50,50] me [-50, 50] dy shifra pas presjes dhjetore.
¢ [-10,10] me [-10,10] 1. x*-9x*-4=0
d -5,5] me -50,50
2. =4x-1
41. Pércaktoni njé drejtkéndésh pamjeje té pérshtatshém peér
funksionin e dhéné dhe pérdoreni até pér té vizatuar grafikun.

1. f(x) =5+20x —x2

3. x%® =sinx

44. Pérdorni grafikét pér té pércaktuar se cili nga funksionet
2. f(x) = 23 + 30x% + 200x f(x) = 10x% dhe g(x) = x>/10 éshté eventualisht mé i madh
(domethéné mé i madh kur vlerat e x-it jané shumé té médha).
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45. Pérdorni grafikét pér té pércaktuar se cili nga funksionet
f(x) = x* —100x> dhe g(x) = x> ésht¢ eventualisht mé i madh.

46. Pér cila vlera té x éshté e vérteté qé |sinx — x| < 0.17

47. Ndértoni grafikét e polinomeve P(x) = 3x° — 5x3 + 2x
dhe Q(x) = 3x° né t¢ njéjtin sistem koordinativ, fillimisht
duke pérdorur drejtkéndéshat e pamjes me pérmasa [-2,2] me
[-2,2] dhe mé pas duke i ndryshuar me pérmasa [-10, 10] me
[-10,000, 10,000]. Cfaré véreni nga kéto grafiké?

48. Le té shqyrtojmé familjen e funksioneve rrénjé f(x) = {/x,
ku n éshté numér natyror.

a) Ndértoni grafikun e funksioneve y = x, y = x,
y = /x né té njéjtin drejtkéndésh pamjeje me pérmasa —1,4
me [-1, 3].

b) Ndértoni grafikét e funksioneve y = x, y = Vx, y = Vx
né té njéjtin sistem koordinativ duke pérdorur drejtkéndéshin
e pamjes [-3,3] me [-2, 2]

¢) Ndértoni grafikét e funksioneve y = +x, y = Vx,
y = fx, dhe y = ~[x né té njéjtin sistem koordinativ duke
peérdorur drejtkéndéshin e pamjes [-1, 3] me [-1, 2].

d) Cfaré konkluzionesh mund té nxirrni nga kéta grafiké?

49. Le té shqyrtojmé familjen e funksioneve rrénjé f(x) =
1/x", ku n éshté numer natyror:

a) Ndértoni grafikun e funksioneve y = 1/x?,y = 1/x*, né
té njéjtin drejtkéndésh pamjeje me pérmasa [-3, 3] me [-3, 3].
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b) Ndértoni grafikét e funksioneve y = 1/x, y = 1/x, né
té njéjtin sistem koordinativ duke pérdorur drejtkéndéshin e
pamjes [-3,3] me [-3, 3]

c) Ndértoni grafikét e funksioneve té pikés (a) dhe (b) né
té njéjtin sistem koordinativ duke pérdorur drejtkéndéshin e
pamjes [-1,3] me [-1,3].

d) Cfaré konkluzionesh mund té nxirrni nga kéta grafike?

50. Ndértoni grafikun e funksionit
fx)=x*+cx +x

peér vlera té ndryshme t¢ c. Si ndryshon grafiku kur ndryshon
c-ja?

51. Ndértoni grafikun e funksionit
f(x) = V1 +cx?

pér vlera té ndryshme té c. Si ndryshon grafiku kur ndryshon
c-ja?

52. Ndertoni grafikun e funksionit f(x) = x"27%, x > 0, per
vleratén =1, 2,3,4,5,dhe 6. Si ndryshon grafiku me rritjen
en?

53. Cfaré ndodh me grafikun e funksionit y* = cx> + x> me
ndryshimin e c?
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Kapitulli 2
Limiti i funksionit

Né hyrje té kétij libri ne pérmendém idené e lidhjes sé
ngushté té limitit me koncepte té ndryshme té Kalkulusit.
Eshté pra e pérshtatshme gé ta nisim studimin toné té Kalku-
lusit, duke studiuar limitet dhe vetité e tyre. Koncepti i lim-
itit do té pérdoret né llogaritjen e koeficientit kéndor té tan-
gentes dhe né njehsimin e shpejtésisé sé ¢astit, te pérkufizimi
i derivatit si dhe né kalkulusin diferencial.

Megjithése pérpjekjet e para pér pérkufizimin e limitit u
duken né shekujt e XVII dhe XVIII, koncepti modern i limitit
i dedikohet Bolzanos, né 1817, i cili futi bazat e simbolikés
epsilon-delta pér té pérkufizuar funksionet e vazhdueshém.
Megjithaté, puna e tij nuk u vlerésua derisa ai ishte gjallé.
Koshiu i trajtoi limitet né librin e tij Cours d’analyse (1821) dhe
dha njé pérkufizim modern, por kjo zakonisht nuk u pranua
si pérkufizim i rregullt sepse nuk pérdorej simbolika formale.
Weierstrass ishte i pari qé futi pérkufizimin me delta-epsilon
pak a shume si pérdoret edhe sot. Ai gjithashtu futi edhe
simbolet lim dhe lim(x — a). Simbolika moderne, ku shigjeta
vendoset nén limit, p.sh. lim,_,, i dedikohet Hardy né librin
e tij A Course of Pure Mathematics né (1908).

Seksioni i paré i kétij kapitulli do té nis me dy konceptet
bazé té kalkulusit, até té tangentes dhe té shpejtesisé sé castit.
Prej kétu ne do té kalojmé né konceptin e limitit. Fillimisht
limitin do t'a studiojmé né ményré intuitive, pra népérm-
jet shembujve. Pasi té kemi paré disa shembuj dhe té kemi
mésuar si té gjejmé disa limite té thjeshté, atéhéré ne do té
kalojmé tek pérkufizimi i sakté i limitit. Do té vértetojmé disa
rregulla mbi limitet dhe prej ketej do té jemi ne gjendje té
llogarisim limitet e shumicés sé funksioneve elementare.

/ / / (IS t{‘A%

Figura 2.1: K. Weirstrass

Neé seksionin e ardhshém do té shohim se si problemi i gjetjes sé tangentes sé njé kurbe, apo i shpejtésisé sé njé

objekti 1évizés na gojné tek koncepti i limitit.

2.1 Problemi i tangentes dhe shpejtésisé

2.1.1 Problemi i tangentes

Fjala tangent vjen nga fjala latinisht "tangens", gé do té thoté "té prekésh". Prandaj njé tangente ndaj njé kurbe
éshté njé drejtéz qé prek kurbén. Lind pyetja, si mund té formulohet mé sakté ideja e tagentes?
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Pér njé rreth, ne thjesht mund té ndjekim Euklidin dhe té themi se njé tangente éshté njé drejtéz qé e prek rrethin
né njé dhe vetém njé piké. Pér kurba mé té komplikuara ky pérkufizim nuk éshté shumé i pérshtatshém. Le té
shohim problemin e gjetjes sé tangentes ndaj parabolés y = x> né shembullin né vazhdim.

Shembull 2.1. Gjeni njé ekuacion pér drejtézén tangente ndaj parabolés y = x* né pikén P = (1,1).

Zgjidhje: Ne do ta kemi mé té lehté té gjejmé njé ekuacion pér drejtézén tangente né qofté se njohim koefigentin
kéndor té saj k. Véshtirésia géndron né faktin se ne kemi vetém njé piké P té tagentes kur ne na nevojiten dy pika
pér té njehsuar koeficentin kéndor. Por, vérejmé se mund té pérdorim njé pérafrim té k duke zgjedhur njé piké afér
P, pér shembull Q = (x, x?) né parabolé dhe njehsojmé koeficentin kéndor kpg té sekantes PQ. Ne e zgjedhim x # 1

késhtu qé P # Q. Atéheré, kpg = 9;2__11. Pér shembull, pér pikén Q = (1.5,2.25) ne kemi kpg = % = % =25.

Dy tabelat na tregojné vlerat e kpg pér vlera té ndryshme té x rreth 1. Pikat Q jané rreth P, x rreth 1, atéheré sig
duket edhe nga tabelat kpg éshté rreth 2. Kjo na sugjeron qé koeficenti kéndor i tangentes té jeté k = 2.

X ka X ka

2 3 0 1
1.5 2.5 0.5 1.5
1.1 2.1 0.9 1.9
1.01 | 2.01 0.99 | 1.99
1. 001 | 2. 001 0.999 | 1. 999

Tabela 2.1: Vlerat e koeficentit kéndor né vareési té x-it.

Ne themi se koefigenti kéndor i tangentes éshté limiti i koefigentit kéndor té sekantes dhe e shprehim simbolikisht
kété fakt me shénimin:

=2

2
xs—1
lim kpp =k, nga ku marrim, lim

Q1—>P PQ 3 x1—>1 x—1

Duke pranuar se koeficenti kéndor i tangentes éshté 2, ne pérdorim trajtén e ekuacionit té drejtézés y — v, = k(x —x,)
kuk =2dhex, =1, yo = 1 dhe marrim ekuacionin y —1 = 2(x — 1) ose y = 2x — 1.
Sikurse Q i afrohet P népér parabolé, sekantja korresponduese afrohet drejt P dhe pérafron tangenten.

2.1.2 Shpejtésia e castit.

Shpejtésia ka gene dicka gé ka pushtuar imagjinaten e njeriut qé né antikitet. Disa nga zbavitjet dhe aktivitetet
me té cilat njerezimi éshté plotésisht i apasionuar edhe sot kané té béjné me shpejtésiné. Po si llogaritet shpejtesia?

Né qofté se ju shikoni shpejtésimatésin e njé makine kur ju udhétoni né njé trafik qyteti, ju shihni se shigjeta
nuk géndron gjaté né njé pozicion. Kjo do té thoté se shpejtésia e makinés nuk éshté konstante. Duke paré
shpejtésimatésin ne themi se makina ka njé shpejtési té caktuar né njé moment té caktuar kohe, por si pércaktohet
shpejtésia e "castit"?

Né historiné e shkencés koncepti i shpejtésisé lidhet ngushté me njé experiment té Galileo Galileit té béré né kullén
e Pizés né vitin 1642, me ané té té cilit shénohet pérpjekja e paré pér té dhéné njé pérkufizim té sakté té shpejtésisé.

Shembull 2.2. Supozojmé se njé gur hidhet nga njé kullé vrojtimi 450 m e larté drejt tokés. Gjeni shpejtésiné e gurit pas 5
sekondash.

Ngua eksperimentet e béra katér shekuj mé paré, Galileo zbuloi se distanca e pérshkuar nga rénia e ¢do trupi té liré éshté né
pérpjestim té drejté me katrorin e kohés qé ka kaluar. Ky model i rénies sé liré nuk merr parasysh rezistencén e ajrit. N€ qofté
se distanca e pérshkuar pas t sekondash shénohet me s(t) dhe matet me metér, atéheré rrequlli i Galileos shprehet me ekuacionin

s(t) = 4.9
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Njehsimi diferencial

Véshtirésia né gjetjen e shpejtésisé pas 5 sekondash éshté se veprohet vetém me njé moment té kohés t = 5, pra nuk pérfshihet
njé interval kohe. Megjithaté mund ta pérafrojmé duke llogaritur shpejtésiné mesatare né intervale kohore té vogla ngat = 5

net=>5.1:

v = shpejtésia mesatare =

_s(51)—s(5) _ 4.9(5.1)> — 49(5)?

distanca e pérshkuar

koha e kaluar

0.1

_ 2
01 =49.49m/s

Tabela né vazhdim tregon rezultatet e llogaritjeve té ngjashme pér shpejtésiné mesatare kundrejt intervaleve té vogla té kohés.

intervalet e kohés | shpejtésia mesatare(m/s)
5<t<6 53.9
5<t<51 49.49
5<t<5.05 49. 245
5<t<5.01 49. 049
5 <t <5.001 49. 0049

Tabela 2.2: Shpejtésia mesatare sipas kohés.

Duket se sa mé shumé shkurtojmé intervalin e kohés, shpejtésia mesatare i afrohet gjithnjé e mé shumé 49 my/s. Shpejtésia e
castit kur t = 5 do té pérkufizohet si vleré limite e késaj shpejtésie mesatare pérkunder intervaleve kohore gjithnjé e mé té vogla
qé nisin nga t = 5. Prandaj shpejtésia pas 5 sekondash éshté: v = 49m/s.

Ju mund té véreni se llogaritjet e pérdorura pér té zgjidhur kété problem jané té ngjashme me ato té pérdorura né problemin
e tangentes. N€ fakt ka njé lidhje té ngushté ndérmjet problemit té tangentes dhe problemit té gjetjes sé shpejtésisé. N¢ qofté se
marrim parasysh pikat P = (a,4.9a%) dhe Q = (a + h,4.9(a + h)?), atéheré koeficenti kéndor i sekantes PQ éshté

_ 4.9(a+h)* - 4.94°

kpo =

(@a+h)—a

qé éshté njélloj si shpejtésia mesatare gjaté intervalit té kohés [a, a + h]. Prandaj shpejtésia né éastin e kohés t = a (limiti i késaj
shpejtésie mesatare kur h i afrohet 0) duhet té jet¢ e barabarté me koefigentin kéndor té tangentes né P (limiti i koefigentit t¢

sekantes).

Ushtrime:

1. Pika P = (1, %) i takon kurbés
x
1+x

y:

a) Né qofté se Q éshté pika (x, 1"?), pérdorni makinén
llogaritése pér té gjetur koeficentin kéndor té preréses PQ, mé
saktési deri né gjashté shifra pas presjes dhjetore, pér vlerat né
vazhdim té x = 0.5,0.9,0.99,0.999,1.5,1.1,1.01, 1.001.

b) Duke pérdorur té dhénat e pikés a) gjeni njé vleré té
koeficentit kéndor té tangentes né pikén P = (1, 3).

c) Duke pérdorur koeficentin kéndor té pikés b), gjeni njé
ekuacion pér tangenten ndaj kurbés né pikén P = (1, 3).

2. Pika P = (3,1) i takon kurbés y = Vx — 2.

a) Né qofté se Q = (x, Vx — 2), perdorni makinén llog-

aritése peér té gjetur koeficentin kéndor té preréses PQ, me

saktési deri né gjashté shifra pas presjes dhjetore, pér vlerat né
vazhdim té x = 2.5,2.9,2.99,2.999,3.5,3.1,3.01, 3.001.

©Albanian Institute of Mathematics

b) Duke pérdorur té dhénat e a) gjeni njé vleré té koeficentit
kéndor té tangentes né pikén P = (3, 1).

¢) Duke pérdorur koeficentin kéndor té pikés b), gjeni njé
ekuacion pér tangenten ndaj kurbés né pikén P = (1, %)

d) Ndértoni grafikun e kurbés, té dy preréseve dhe té tan-
gentes.

3. Tabela tregon pozicionin e njé ¢iklisti.

t(sekonda) | 0 | 1 2 3 4 5
s(metra) | 0| 1.4 | 5.1 | 10.7 | 17.7 | 25.8

a) Gjeni shpejtésiné mesatare pér secilen perudhé té kohés
[1,3],12,3],[3,5],[3, 4].

b) Pérdorni grafikun e s si funksion i t pér té vlerésuar
shpejtésiné e castit kur t = 3.

4. Zhvendosja (né centimetra) e njé grimce e cila léviz pérgjaté
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njé vije jepet me ekuacionin e lévizjes a) Né qofté se Q éshté pika (x, sin 1z ) gjeni koeficentin e

sekantes PQ, me saktési deri né katér shifra pas presjes dhje-

5 =2sinmi + 3cos i, tore, pér x = 2,1.5,1.4,13,0.5,0.6,0.8,09.. A duket sikur

ku t matet né sekonda. koefigentét i afrohen njé vlere limite?
a) Gjeni shpejtésiné mesatare pér secilén periudhé té kohés b) Pérdorni grafikun e kurbés pér té shpjeguar se pse koe-
[1,2],[1,1.1],[1,1.01],[1, 1.001]. ficentét kéndoré té preréseve né pikén (a) nuk jané afér koe-
b) Llogarisni shpejtésiné e ¢astit kur t = 1. figentit kéndor té tangentes né pikén P.

. _ . . c¢) Duke zgjedhur prerésen e pérshtatshime, vlerésoni koe-
5. Pika P = (1,0) i perket kurbés ficentin kéndor té tangentes né pikén P.

= sin(lo—n)
y= X

2.2 Limiti i funksionit

Kemi paré né seksionin paraardhés se si shkohet tek koncepti i limitit kur duam té gjejmé tangenten ndaj
njé kurbe apo shpejtésiné e njé objekti lévizés. Le ti kthejmé vémendjen toné konceptit té limitit né kuptimin e
pérgjithshém si dhe metodave numerike dhe grafike pér njehsimin e tij.

Le té shqyrtojmé sjelljen e funksionit f(x) = x? — x + 2 pér vlerat e x afér 2. Tabela né vazhdim na jep vlerat e f(x)
pér vlera té x rreth 2, por jo té barabarta me 2.

X f(x) X f(x)
1.0 | 2.000000 3.0 | 8. 000000
1.5 2. 750000 25 5. 750000
1.8 3.440000 2.2 | 4. 640000
1.9 | 3. 710000 2.1 | 4.310000
1.95 | 3.852500 || 2.05 | 4.152500
1.99 | 3.970100 || 2.01 | 4. 030100

1. 995 | 3.985025 || 2. 005 | 4. 015025
1. 999 | 3.997001 || 2. 001 | 4. 003001

Tabela 2.3: Vlerat e f(x) pér vlera té x

Nga Tabela e mésipérme dhe grafiku i f(x) né Fig. ?? Shohim se kur x éshté shumé afér 2, f(x) éshté shumé afér

Figura 2.2: Grafikui f(x) = x> —x +2

4. Né fakt duket se mund té marrim vlera té f(x) sa t¢ duam afér 4 kur marrim x shumé afér 2. E shprehim kété
duke théné "limiti i funksionit f(x) = x* — x + 2, kur x i afrohet 2 éshté i barabarté me 4". Kéte e shénojmé me

lim(x? —x+2) =4

x—2
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Le té perpigemi gé kété koncept t'a béjmé disi mé formal.

Jepet funksioni
f:X->Y

dhe a € X. Numri L quhet limit i funksionit f(x) kur x shkon né a, shénohet me lim,_,, f(x) = L, né qofté se bé&jmé
té mundur qé vlerat e f(x) t'i afrohen shumé vlerés L (aq afér sa ne t& duam) duke marré vlerat e x shumé afér a-sé
(né té dy anét e a-sé) por jo té barabarta me a.

E théné thjeshté, kjo do té thoté se vlerat e f(x) béhen gjithnjé e mé té aférta me numrin L ashtu sikurse x i afrohet
a-sé (nga té dy anét e a-s€), pa gené i barabarté me a (x # a). Njé pérkufizim mé i sakté do té jepet né vazhdim. Njé
shénim alternativ pér

lim f(x) = L
éshté
f(x) =L kur x > a

i cili zakonisht lexohet " f(x) shkon tek L sikurse x shkon tek a".

Térhegim vémendjen pér shprehjen x # a né pérkufizimin e limitit. Kjo do té thoté se né gjetjen e limitit t& f(x)
kur x i afrohet a-s€, ne kurré nuk e marrim parasysh x = a. Né fakt nuk ka réndési né qofté se funksioni éshté i
pérkufizuar né x = a, vetmja gjé qé ka réndési éshté se si éshté pérkufizuar rreth a-sé.

Shembull 2.3. Gjeni vlerén e limitit

. x—1
hm( > )
r—-1\x?—1

Zgjidhje: Vérejmé se funksioni f(x) = =% nuk éshté i pérkufizuar kur x = 1, por kjo s’ka réndési sepse pérkufizimi

i limitit té funksionit thoté se konsiderojmé vlerat e x-it shumé afér a por jo té barabarta me a. Tabela e méposhtme
jep vlerat e f(x) me saktési deri né 6 shifra pas presjes, pér vlera té€ x shumé afér 1 (por jo té barabarta me 1). Né

x<1 f(x) x>1 | f(x)
05 | 0.666667 || 15 | 0.400000
0,9 | 0526316 || 1.1 | 0476190

0.99 | 0502513 || 1.01 | 0497512

0.999 | 0500250 | 1.001 | 0.499750

0.9999 | 0500025 | 1. 0001 | 0.499975

Tabela 2.4: Vlerat e f(x) né varési té vlerave té x-it.

bazé té vlerave té tabelés, béjmé supozimin se

hmﬂ_l
-1 x2—1 _2

Tani le ta ndryshojmé paksa f(x) duke i dhéné vlerén 2 kur x = 1 dhe funksionin e ri ta quajmé g(x).

x-1 .
£ = 721 pér x#1
2 pér x=1

Ky funksion i ri g(x) vazhdon té keté té njgjtin limit kur x shkon tek njéshi si edhe funksioni f(x).

Shembull 2.4. Llogarisni vlerén e limitit:
sinx
x—0 X
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sinx

X
+1.0 | 0. 84147098
+05 | 0. 95885108
+04 | 0.97354586
£03 | 0. 98506736
+0.1 | 0.99833417
£0.05 | 0. 99958339
£0.01 | 0. 99998333
+0.005 | 0. 99999583
£0.001 | 0. 99999983

Tabela 2.5: Vlerat me saktési deri né 8 shifra pas pikes dhjetore.

Zgjidhje: Funksioni f(x) = 2% nuk éshté i pérkufizuar kur x = 0. Duke pérdorur njé makiné llogaritése ndértojmé
tabelén e méposhtme té vlerave me saktési deri né 8 shifra pas presjes.
Nga tabela dhe grafiku i Fig. ?? supozojmé se

. sinx
lim =

-0 X

1

Neé fakt ky supozim éshté i sakté, si¢ do té vértetohet me voné.

Figura 2.3: Grafiku i funksionit f(x) = 0%

X

Shembull 2.5. Studioni lim,_, sin Z.

Zgjidhje: Pérséri funksioni sin(r/x) éshté i papércaktuar né x = 0. Duke vlerésuar funksionin pér disa vlera té
vogla té x, kemi Né ményré té ngjashme, f(0.001) = f(0.0001) = 0. Né bazé té kétij informacioni ne tentojmé té

f(1) =sint =0 f(1/2) =sin2n =0
f(1/3) =sin3n =0 f(1/4) =sindn =0
£(0.1) =sin10mt =0 | £(0.01) =sin100m® =0

Tabela 2.6: Vlerat e funksionit sin(7t/x)

supozojmé se

. . Tt
limsin— =0
x—0 X
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Por késaj here supozimi joné éshté i gabuar. Vérejmé se megjithése f ( %) = sin %z’ = 0 pér ¢do numér té ploté n éshté
e vérteté gjithashtu se f(x) = 1 pér njé pafundési vlerash té tjera té x qé shkojné né zero. Né fakt sin T = 1 kur

I = Z 4+ 2nm. Duke e zgjidhur né lidhje me x, marrim x = ;2. Grafiku i f(x) jepet né Fig. ??

4n+1-

Figura 2.4: Grafiku i funksionit f(x) = sin £

Nga grafiku duket se vlerat e sin & luhaten ndérmjet 1 dhe —1 pafundésisht sa mé shumé x i afrohet 0. Meqé
vlerat e f(x) nuk i afrohen té njéjtit numeér té fiksuar sikurse x i afrohet 0, themi se limiti i kétij funksioni nuk
ekziston.

m]
Shembull 2.6. Gjeni limitin

lim (x3 40 ox )
x50 10,000

Zgjidhje: Si né shembujt e mésipérm ndértojmeé njé tabelé vlerash. Nga tabela duket se

1 1. 000028
0.5 0. 124920
0.1 | 0.001088
0. 05 | 0. 000222

0. 01 | 0. 000101

Tabela 2.7: Vlerat e limitit kur x — 0.

cos 5x
lim (x® —)=
xli%(x *10,000) = °

Por né qofté se veprojmé me vlera akoma mé té vogla té x tabela e dyté duket se

3 €0sbx
X X” + 10,000

0. 005 | 0. 00010009
0. 001 | 0. 00010000

Tabela 2.8: Vlerat e limitit

lim ( 3 Cosbx

o m) = 0.0001001 =

x—0

10,000
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MEé voné do té shohim se lim,_,g cos 5x = 1 qé tregon se limiti éshté 0.0001.
O
Shembuijt ilustrojné disa raste gabimi né supozimin e vlerés sé limitit. Eshté e lehté té gabosh né vlerén e limitit
né qofté se zgjedh vlera té papérshtatshme pér x, por éshté e véshtiré té dish se kur duhet t€ ndalosh me llogaritjet
e vlerave. Ndonjéheré makinat llogaritése apo kompjuterat japin vlera té gabuara. Megjithaté né vazhdim do té
japim metoda gé mund té vértetohen plotésisht pér llogaritjen e limitit.

Shembull 2.7. Funksioni H(t) éshté pérkufizuar nga

H(t):{o pér x<0

1 pér x>0

Ky funksion éshté emértuar né ményré té tillé pér shkak té emrit té inxhinjerit Oliver Heaviside (1850-1925 ) dhe mund té
pérdoret pér té péshkruar rrymén elektrike e cila fillon kur t = 0.

Kur t i afrohet zeros nga e majta, H(t) i afrohet zeros. Kur t i afrohet zeros nga e djathta, H(t) i afrohet njéshit. Pra, nuk ka
njé numer té vetém tek i cili té shkojé H(t) sikurse t i afrohet zeros. Prandaj limiti i kétij funksioni nuk ekziston.

2.21 Limitet e njéanshme dhe limitet e pafundém

Si¢ e pamé né shembullin e mésipérm H(t) i afrohej 0 kur ¢ i afrohej 0 nga e majta dhe H(t) i afrohej 1 kur ¢ i
afrohej 0 nga e djathta. Kéto dy situata i shkruajmé simbolikisht né trajtén

tlirgl H(t) = 0dhe tliré} Ht)=1

Simboli "t — 07"tregon se marrim parasysh vetém vlerat né té majté té 0, pra mé té vogla se zero. Njélloj,
"t — 0*"tregon se marrim parasysh vetém vlerat né té djathté té 0, pra mé té médha se zero. Ne shkruajmé

lim f(x) = L

dhe themi limiti i majté i f(x) kur x i afrohet a (ose limitii f(x) kur x i afrohet 2 nga e majta) éshté i barabarté me L,
né qofté se vlerat e f(x) jané shumé afér L kur x éshté mjaft afér a, pa gené i barabarté me a.

Vérejmé se ky pérkufizim ndryshon nga i pari vetém né até qé kérkojmé qé x té jeté mé i vogél se a. Né ményré té
ngjashme duke kérkuar qgé x té jeté mé i madh se g, pérftojmeé limitin e djathté té f(x) kur x i afrohet g, té barabarté
me L dhe shkruajmé

lim f(x) =L

x—at
Prandaj simboli "x — a*"do té thoté se marrim parasysh vetém vlerat e x, x > a. Duke krahasuar pérkufizimin e
limitit me pérkufizimet e limitit t€ njéanshém themi se ka vend pohimi

lim f(x) = L atéheré dhe vetém atéheré kur lim f(x) = Ldhe lim f(x) = L.
x—a x—a~ x—at

Ushtrime:

1. Shpjegoni me fjalét tuaja se cfaré kuptoni me ekuacionin ~ Né kéto kushte a ¢éshté e mundur té ekzistoje limiti
lim,_,1 f(x)? Sqarojeni.

}En)z fe) =5 3. Gjeni vlerén e supozuar té limitit (po ge se ekziston) duke

llogaritur vlerat e funksionit né numrat e dhéné (me saktési

A éshté e mundur gé f(2) = 37 Sqarojeni. deri né gjashté shifra pas presjes dhjetore).
2. Spjegoni se ¢do té thoté im — 2
—2x2—x—-2'
Jlim fG) =3 dhe lim f(x)=7 kux = 2.5,2.1,2.05,2.01,2.005,2.001,1.9,1.95,1.99, 1.995,
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1.999.

Gijeni limitet:

4.
lim x = 2x
x—-1x2—x-2'
per x = 0,-05,09,-0.95,-0.99, -0.999,-2,-15,=

-1.1,-1.01, -1.001.

5.

A
Iim ——,
x—0 x2

per x = £1,+0.5, £0.1, £0.05, £0.01.

Pérdorni tabelén e vlerave pér té njehsuar vlerén e limi-
tit. po ge se keni njé makiné llogaritése grafike pérdoreni
pér té konfirmuar rezultatin tuaj grafikisht.

6.
. Vx+4-2
Iim ———
x—0 X
7.
tan 3x
m
x—0 tan bx
8.
x®—1
x—1 x10 -1
9.
9* — 5¢
lim
x—0 X

10. a) Pérdorni evidencat numerike dhe grafike pér té gjetur
vlerén e limitit

-1
Vx -1
b) Sa afér 1-shit duhet té jené vlerat e x-it gé té jemi té

sigurté se funksioni i pikés a) ndodhet brenda distancés 0.5
nga limiti i tij?

lim
x—1

11. Pérdorni grafikun e funksionit f(x) = 1/(1 + e'/~) per té
vlerésuar secilin nga limitet, po ge se ato ekzistojné. Né qofté
se nuk ekzistojné shpjegoni pse.

o) lim, o f(2)

b) lim,__,q+ f(X)

c) lim,—0 f(x)

©Albanian Institute of Mathematics

12. Ndértoni grafikun e funksionit né vijim dhe pérdoreni
até pér té pércaktuar vlerat e a-sé pér té cilat ekziston limiti
lim,—,, f(x):

2—-x  pér x<-1
flx)=<x per -1<x<1
(x—=1) per x>1

13. Ndértoni grafikun e ndonjé funksioni f(x) i cili plotéson
té gjitha kushtet e dhéna.

lim f(x) =2,
lim £ = -2,
f)=2

14. Ndértoni grafikun e ndonjé funksioni f(x) i cili plotéson
té gjitha kushtet e dhéna.

lim fx) =1,
lim f() =1,

lim f() =0,

lim () =1,@) =1,

£(0) éshté e papércaktuar

fx) =

f) =

15. Ndértoni grafikun e ndonjé funksioni f(x) i cili plotéson
té gjitha kushtet e dhéna.

Jim f(0) =2,
Jim f(x) = 4,
Jim f() =2,
f2)=1,
f3)=3

16. Ndértoni grafikun e ndonjé funksioni f(x) i cili plotéson
té gjitha kushtet e dhéna.

f() =

lim1 flx) =3,
lir%? flx)=3,

f) = S =3
=1,
f@)=1,
fi) = -1
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2.3 Limitet e pafundém

Né kreun né vijim ne do té studiojmé limitet e pafundém. Fillojmé me njé shembull:

Shembull 2.8. Gjeni limitin

né qofte se ekziston.

Zgjidhje: Ashtu sikurse x i afrohet zeros edhe x? i afrohet 0, ndérsa 1/x? béhet gjithnjé edhe mé e madhe; shihni
tabelén né vazhdim. Né fakt duket nga grafiku i funksionit f(x) = 1/x* se vlerat e f(x) mund té béhen gjithnjé edhe
mé té médha kur merret x shumé afér 0. Prandaj vlerat e f(x) nuk i afrohen ndonjé numri, késhtu qé limiti i kétijj
funksioni nuk ekziston.

X 1/x2
+1 1
+0.5 4
+0.2 25
+0.1 100
+0.05 400
+0.01 10, 000
+0.001 | 1, 000, 000

Tabela 2.9: Vlerat e f(x) = 1/x* afér zeros.
Pér té paragqitur sjelljen e kétij funksioni pérdorim shénimin

Iim —= =
x—0 X2

Kjo nuk do té thoté se e shohim oo si njé numér apo se ekziston limiti, por éshté thjeshté njé ményre simbolike pér
té paraqitur faktin e mésipérm. Né pérgjithési simbolikisht shkruajmeé:

lim f(x) = o0

pér té treguar se vlerat e f(x) béhen gjithnjé e mé té médha (ose rriten pa kufi), kur x merret mjaft afér a-s€, por jo a.

Pérkufizim 2.1. Le téjeté f(x) njé funksion i pérkufizuar né té dy anét e a-sé, me pérjashtim ndoshta té a-s€. Atéheré,
limiti i f(x) rritet pambarimisht, gé shénohet me,

lim f(x) = oo
kur vlerat e f(x) mund té béhen arbitrarisht té¢ médha (aq té médha sa té duam) kur merret x mjaft afér a-s€, porjo i
barabarté me a.
Njé tjetér shénim pér lim,_,, f(x) = oo éshté
flx) s cokur x > a

Edhe njé heré co nuk éshté njé numér, ndérsa shprehja lim,_,, f(x) = co shpesh lexohet "limiti i f(x), kur x shkon
né g éshté infinit"ose "f(x) rritet pa kufij kur x shkon né a".

Pérkufizim 2.2. Le té jeté f(x) njé funksion i pérkufizuar né té dy anét e 4-sé me pérjashtim ndoshta té veté a-sé.
Atéheré, limiti i f(x) zvogélohet pambarimisht, gé shénohet me,

lim f(x) = —o0

X—a

do té thoté se vlerat e f(x) béhen arbitrarisht té vogla negative péré x mjaft afér a-sé, por jo té barabarté me a. Ne
themi gé "limiti i f(x) kur x i afrohet 2 éshté minus infinit"ose " f(x) zvogélohet pa kufi kur x shkon tek a".
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Si shembull té késaj kemi

lim—— = —oo0.
x>0 X2

Pérkufizime té ngjashme mund té jepen pér limitet e njéanshme infinit
lim f(x) = oo, lim f(x) = oo, lim f(x) = —co, lim f(x) = —co

duke ju kujtuar edhe njé heré se x — a~ do té thoté se konsiderojmé vlerat e x mé té vogla se a dhe x — a* do té
thoté se konsiderojmé vlerat e x mé t€ médha se a.

Pérkufizim 2.3. Drejtéza x = a quhet asimptoté vertikale e kurbés y = f(x) né qofté se ka vend njé nga barazimet e
méposhtme:

lim f(x) = o, lim f(x) = oo, lim f(x) = —oo, lim f(x) = oo
Pér shembull, boshti i y-ve éshté asimptoté vertikale pér funksionin y = % sepse
lim (l) =00
x—0 \ x2 o

Shembull 2.9. Gjeni limitet

. 2x . 2x
ARGy e Ty
Zgjidhje: Né qofté se x éshté afér 3, por mé i madh se tre, atéheré eméruesi x — 3 éshté njé numér i voggl pozitiv,
ndérsa 2x éshté afér 6. Késhtu qé raporti 2x/(x — 3) éshté njé numér i madh pozitiv. Prandaj intuitivisht ne themi se

lim (

=
x—=3" X — )

Njélloj, né qofté se x i afrohet 3, por duke qené mé i vogél se 3, atéheré x — 3 éshté njé numér i vogél negativ, por
2x vazhdon té jeté njé numér pozitiv (afér 6). Késhtu qé raporti 2x/(x — 3) éshté njé numér i shumé i vogél negativ.
Prandaj intuitivisht ne themi se

Drejtéza x = 3 éshté asimptoté vertikale.

Shembull 2.10. Gjeni asimptotat vertikale té

y =tanx.
Zgjidhje: Meqé tanx = 58X atgheré asimptoté vertikale do keté aty ku cosx = 0. Né fakt, ngaqé cosx — 0* kur
x — (11/2)7, ndérkohé gé sin x éshté njé numér pozitiv kur x éshté prané 7, kemi:

Iim tanx =00 dhe lim tanx = -0
x—(1/2)~ x—(n/2)*

Kjo tregon se drejtéza x = 11/2 éshté asimptoté vertikale. Duke arsyetuar njélloj tregohet se drejtézat x = 2n+1)7/2,
ku n éshté numér i ploté, jané asimptota vertikale té funkionit y = tan x.

O
Ushtrime:
Pércaktoni limitet e pafundém 2.
1.
x+2 . x+2
im lim
x—-3+ X+ 3 —-3X+3
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3 8.
im —2 —x lim X 2x
x—1 (x — 1)2 x—2- x2 —4x+ 4
4. - 9. Pércaktoni lim,—,1- = dhe limy_1+ =

lim —— a) Duke llogaritur vlerat e f(x) = 1/(x> — 1) pér vlera té x
=5 (=) qé i afrohen 1 nga e majta dhe nga e djathta.
5. b) Nga grafiku i f(x).

lim In(x* -9 L . o
i nlx ) 10. a) Gjeni asimptotat vertikale té funksionit

lim cotx = ﬂ
X T
7. . b) Konfirmoni pérgjigjen tuaj né pikén a) duke ndértuar
xgggf xescx grafikun e funksionit.

2.4 Pérkufizimi i sakté i limitit

Pérkufizimi intuitiv i limitit éshté i papérshtatshém né disa raste sepse shprehjet si "x shumé afér 2"dhe "f(x)
i afrohet gjithnjé e mé shumé L"jané jo té sakta. Né ményré gé té jemi né gjendje t&é konkludojmé me saktési
vértetimin e 5 )
cos 5x sinx
T3 HY P L
W\ * 10,000 = 00001 0 Ty
duhet té béjmé njé pérkufizim mé té sakté pér limitin. Pér ta motivuar pérkufizimin e sakté té limitit le té shqyrtojmé
funksionin:
2x—1 mnéqoftése x#3

f(x)_{6 né qoftése x =3
Intuitivisht éshté e qarté se kur x i afrohet 3 pa gené i barabarté me 3, atéheré f(x) i afrohet 5 dhe késhtu
lim,_,3 f(x) = 5. Pér té pérftuar informacion mé té detajuar se si varion f(x) kur x skon tek 3, béjmé pyetjen: sa afér
3 duhet té jeté x, gé f(x) té ndryshojé nga 5 me 0.1?
Distanca nga x tek 3 éshté |x — 3| dhe distanca nga f(x) tek 5 éshté |f(x) — 5|, késhtu qé problemi joné éshté té
gjejmé numrin 6 té tillé qé

If(x) =5l <01 mnéqoftése |x—-3|<6 por x#3

Né qofté se |x — 3| > 0, atéheré x # 3, késhtu gé njé formulim ekuivalent i problemit toné éshté: té gjendet numri o i
tille ge
[f(x) = 5] < 0.1 néqofté se 0 < |x —3| <o

Vérejmé se né qofté se 0 < |x — 3| < (0.1)/2 = 0.05, atéheré
[f(x) =5 =2x—1-5|=2x - 6] = 2|x — 3| < 0.1.

Pra,
If(x) =5/ <01 mnéqoftése 0 <|x—23|<0.05.

Prandaj, pérgjigja pér problemin éshté 6 = 0.05, qé do té thoté se né qofté se x ndodhet brenda distancés 0.05 nga 3,
atéheré f(x) ndodhet brenda distancés 0.1 nga 5.

Né qofté se ndryshojmé numrin 0.1 pér t&€ marré njé mé té vogél, 0.01, atéheré nga pérdorimi i té njéjtés metodé,
do té gjejmé se f(x) ndryshonnga 5 me jo mé shumeé se 0.01, kur x ndryshon nga 3 me jo mé shumé se (0.01)/2 = 0.005:

|f(x) =5] <0.01 mnéqoftéese 0 < |x—3]<0.005.

Né ményré té ngjashme,
[f(x)—5] <0.001 néqoftése 0 < |x—3|<0.0005
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Numrat qé ne morém né konsideraté, 0.1, 0.01, 0.001 jané toleranca e gabimit, pé té cilén do té flasim mé poshté.
Qé 5 té jeté limiti i sakté i funksionit f(x) kur x shkon tek 3, nuk na mjafton vetém qé diferenca e f(x) nga 5 té jeté
mé e vogél se kéta numra, por ajo duhet té jeté mé e vogél se cdo numér pozitv (sado i vogeél té jeté ky i fundit). Né
qofté se e shkruajmé ¢ njé numér pozitiv, atéheré ne gjejmeé si mé paré se

[f(x)=5|<e mnéqgofttese 0<|x—-3|<d6= %

Vérejmé se nga pérkufizimi i limitit kemi
S5—e<fx)<b+e kur 3-0<x<3+0.

Duke marré vlerat e x # 3 brenda intervalit (3 — 6,3 + 6) mund té marrim vlerat e f(x) brenda intervalit (5 —¢,5 + ¢€).
MEé poshté japim pérkufizimin e sakté té limitit.

Pérkufizim 2.4. Le té jeté f(x) njé funksion i pérkufizuar né ndonjé interval té hapur rreth pikés a, me pérjashtim
ndoshta té 2. Numrin L e quajmé limit i funksionit f(x) kur x shkon né a dhe simbolikisht kété fakt e shénojmé me

lim f(x) = L,
né qofté se pér ¢cdo numeér ¢ > 0 ekziston njé numér 6 > 01i tillé qé
[f(x)=Ll<e kur O0<|x—al<o.
Njé tjetér ményré pér té shkruar rreshtin e fundit té pérkufizimit té€ mésipém éshté: Né qofté se
0<|x—al <0 atéherée |f(x)—Ll<e¢

Megqé |x — a| éshté distanca nga x tek a dhe |f(x) — L| distanca nga f(x) tek L dhe meqgénése ¢ mund té jeté shumé
e vogél, atéheré pérkufizimi i limitit mund té shprehet me fjalé si mé poshté: lim,_,, f(x) = L do té thoté se distanca
ndérmjet f(x) dhe L mund té béhet arbitrarisht e vogél duke marré distancén ndérmjet x dhe a mjaft té vogél (por
jo zero), ose ndryshe lim,_,, f(x) = L do té thoté se vlerat e f(x) mund té béhen aq afér L duke marré x mjaft afér a
(porjoa.

Ne gjithashtu mund ta riformulojmé pérkufizimin né termat e intervaleve, duke pat parasysh njévlershmériné
midis dy mosbarazimeve |x —a| < 6 dhe =6 < x —a <dosea—06 < x <a+ 0. Gjithashtu 0 < |x — a| éshté i vérteté
vetém kur x —a # 0, domethéné x # a. Njélloj, mosbarazimi [f(x) — L| < ¢ éshté ekujvalent me mosbarazimin
L — ¢ < f(x) < L + ¢. Prandaj né termat e intervaleve pérkufizimi merré trajtén:

Pérkufizim 2.5. Numri L quhet limit i funksionit f(x) kur x shkon né g, shénohet me lim,_,, f(x) = L, kur pér ¢do
€ > 0 (sado i vogeél qofté ai) mund té gjejmé 6 > 0 té tillé qé né qofté se x shtrihet né intervalin e hapur (a — 6,4 + 6)
dhe x # g, atéheré f(x) shtrihet né intervalin e hapur (L — ¢,L + ¢€).

Pérkufizimi i limitit thoté se pér ¢do interval sado té vogél (L — ¢, L + ¢) té dhéné rreth L, mund té gjejmé njé
interval (a — 6,a + 0) rreth a té tillé qé f pasqyron té gjitha pikat e intervalit (a — 6,a + 6) tek intervali (L — ¢,L + ¢).

Tani mund té japim njé tjetér interpretim gjeometrik té limitit né lidhje me grafikun e funksionit. Pér ¢ > 0 t&
dhénég, vizatojmé drejtézat horizontale y = L — ¢ dhe y = L + ¢ dhe grafikun e f(x). Né qofté se lim,_,, f(x) = L,
atéheré mund té gjejmé njé numeér 0 > 0 té tillé gé pér x brenda intervalit (a2 — 6,4 + 6), por té€ ndryshém nga a, qé
kurba y = f(x) té shtrihet ndérmjet drejtézave y =L —edhey =L + .

Shembull 2.11. Vértetoni se
lim(4x — 5) = 7.
x—3
Zgjidhje: Le té jeté ¢ njé numér i dhéné pozitiv. Ne duam té gjejmé ¢ té tillé qé
(dx —5) - 7| <ekur0<|x—3| <0
Por |(4x — 5) = 7| = |4x — 12| = |[4(x — 3)|. Pra, ne duam qgé

4x-3|<e kur 0<|x=3]<0
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ose c
|x—3|<Z kur 0<|x-3|<d

Kjo na sugjeron ta zgjedhim 6 = 1.
Té tregojmé se kjo 6 e zgjedhur funksionon. Pér ¢ té dhéne pozitiv, zgjedhim 6 = §. Né qofté se 0 < |x — 3| < ¢,
atéheré ¢
|(4x —5) = 7| = [4x — 12| = 4|x — 3| < 40 =4(Z) =e.

Prandaj,
[(4x —5) -7 <e kur O0<|x—3|<6

dhe nga pérkufizimi i limitit,
1in§(4x -5 =7
X—

]

Vérejmé se zgjidhja né kété shembull kalon né dy hapa: supozimi dhe vértetimi. Né bémé njé analizé paraprake

gé na mundésoi gjetjen e supozuar té vlerés pér 6. Ndérsa né hapin e dyté pérséritém té njéjtin veprim pér té provuar

me njé ményré logjike dhe té kujdesshme supozimin e béré. Pérkufizimet intuitive té limiteve té njéanshme mund
té formulohen sakté si mé poshté.

Pérkufizim 2.6. Numri L quhet limit i majté i funksionit f(x) dhe shénohet me
lim f(x) =L
né qofté se pér ¢do numér ¢ > 0 ekziston njé numér 6 > 01 tillé gé

|f(x) = L| < ekura—o6 < x <a.

Pérkufizim 2.7. Numri L quhet limit i djathté i funksionit f(x) dhe shénohet me

lim f(x) =L

x—a*
né qofté se pér ¢do numeér ¢ > 0 ekziston njé numér 6 > 0 e tillé qé
[f(x)—Ll<e kur a<x<a+0d.

Vérejmé se pérkufizimi éshté i njéjté me pérkufizimin e sakté té limitit té zakonshém, me pérjashtim té faktit se
x ndodhet né gjysmén e majté (a — 6, a) té intervalit (2 — 6,4 + 0). Né pérkufizimin e djathté, x ndodhet né gjysmén e
djathté (a,a + 0) té (a — 6,a + 0).

Shembull 2.12. Pérdorni pérkufizimin e limitit t¢ djathté pér té trequar se

lim vx = 0.

x—0*
Zgjidhje: Le té jeté ¢ > 01 dhéné. Kétua = 0 dhe L = 0, késhtu gé duam té gjejmé njé numeér 6 té tillé gé
[VXx—-0l<e kur 0<x<9d

pra
Vx<e kur 0<x<05.
Duke ngritur né katror té dy anét e mosbarazimit vx < ¢, ne marrim

2 kur 0<x<®.

x<e
Kjo na sugjeron gé ne ta zgjedhim 6 = 2.
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Té tregojmé se kjo 6 funksionon. Pér ¢ > 0 té dhéné, le ta marrim 6 = ¢2. N&é qofté se 0 < x < 0, atéheré
Vi< Vo= Ve2=¢

pra
[Vx—0| < e.

Né pérputhje me pérkufizimin e limitit t& djathté kemi gé lim,_,o+ vx = 0.

Shembull 2.13. Vértetoni se
limx? = 9.
x—3
Zgjidhje: Le té jeté ¢ > 01 dhéné. Ne duhet té gjejmé njé numér 6 > 0 té tille qé
X>-9|<e kur 0<|x-3|<05.

Pra, ne duam
[(x+3)(x-3)<e kur O0<|x—3|<0d.

Vérejmé se po qge se mund té gjejmé njé konstante pozitive C e tilé qé |x + 3| < C, atéheré
[(x + 3)(x — 3)| < Clx = 3|

dhe marrim C|x — 3| < € duke marré |x — 3| < £/C = 6. Njé numeér i tillé C mund té gjendeté né qofté se e ngushtojmé

x té shtrihet né njé interval me gendér 3. Né fakt meqené qofté se jemi té interesuar pér x gé jané shumé afér 3,

atéheré éshté e arsyeshme té pranojmé qé x té keté njé distancé 1 nga 3, domethéné [x — 3| < 1. Prejnga2 < x < 4

dhe prej kétej 5 < x + 3 < 7, prandaj kemi |x + 3| < 7, pra C = 7 éshté njé zgjedhje e pérshtatshme pér konstanten.
Por tani ka dy kufizime pér |x — 3|,

e €
- 1 dh - ==z
[x = 3| < e |x 3|<C 5
Pér té gené té sigurt se té dy kéto mosbarazime plotésohen e zgjedhim 6 gé té jeté mé e vogél se secili nga numrat 1
dhe 5. Pra, shénojmé

) e
6 = min{1, =}.
mm{,7}

Té tregojmé se kjo delta funksionon. Pér ¢ té dhénég, le té jeté 6 = min{1, £/7}. Né qofté se 0 < |x — 3| < 6, atéheré
x-3|<1=2<x<4= |x+3| <7 (siné pjesén e paré). Ne gjithashtu kemi 0 < |x — 3| < £/7, prej nga

2 =9 =|x—3|x+3 <7 % =¢

Kjo tregon se lim,_,3x? = 9.
O
Sig e tregon shembulli jo gjithmoné éshté e lehté té provohet vlera e limitit né bazé té pérkufizimit me gjuhén e
€,6. Né fakt, né qofté se do kishim njé funksion paksa mé té komplikuar si f(x) = (6x* — 8x + 9)/(2x> — 1) vértetimi
do té kérkonte akoma mé shumé pérpjekje. Pér fat té miré kjo zgjidhet ndryshe sepse vet rregullat e limitit mund
té vértetohen duke u bazuar tek pérkufizimi i sakté i limitit. Né kété ményré limitet e funksioneve té komplikuara
mund té gjenden duke pérdorur rregullat e kalimit né limit, pa gené nevoja t'i drejtohemi pérkufizimit té funksionit.

24.1 Limitet e pafundme
Limitet e pafundme gjithashtu mund té pérkufizohen né ményré té sakté.

Pérkufizim 2.8. Le té jeté f(x) njé funksion i pérkufizuar né njé interval t&€ hapur qé pérmban numrin 4, me
pérjashtim ndoshta té a. Atéherg,

lim f(x) = o0

xX—a

do té thoté se pér ¢do numér pozitiv M, ekziston njé numér pozitiv 6 i tillé qé

fxX)>M  kur 0<|x—al<o.
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Kjo do té thoté se vlerat e f(x) béhen shumé té médha (mé té médha se njé numeér pozitv M, sado i madh qofté
ai) duke marré x mjaft afér a. Pér ¢do drejtéz horizontale té dhéné y = M, ne mund té gjejmé njé numér 6 > 0 té
tillé qé duke marré vlerat e x brenda intervalit (@ — 6,4 + 6), por jo té barabarta me 4, atéheré kurba y = f(x) shtrihet
sipér drejtézés y = M.

Shembull 2.14. Pérdorni pérkufizimin e limitit t¢ pafundém pér té trequar se

Zgjidhje: Le té jeté dhénéM > 0, ne duam té gjejmé 6 > 0 té tillé gé
1
= >Mkur 0<|x—-0]<0
x
1
x2<A—4kur 0<lxl<d
|x|<ikur 0<|xl <o

VM

Kjo na sugjeron se duhet ta marrim § = —=

Th
Té tregojme se kjo 0 funksionon. Né qofté se M > 0 éshté dhéng, le té jeté 6 = \/LM Pér 0 < |x — 0] < 0, atéheré
9 o 1 1 M
x| <6 = x" <o =>;>§_

Prandaj, - > M kur 0 < |x - 0] < 6. Késhtu qé nga pérkufizimi del se

Né ményré té ngjashme themi:

Pérkufizim 2.9. Le té jeté f(x) njé funksion i pérkufizuar né njé interval té hapur qé pérmban numrin a, me
pérjashtim ndoshta té a. Atéheré

lim f(x) = —co
do té thoté se pér ¢do numér negativ N, ekziston njé numér pozitiv ¢ i tillé qé

f(xX)<N kur 0<|x—a|l<d

Ushtrime:

1. Pérdorni grafikun pér té gjetur njé numeér 6 té tillé qé né  ilustroni pérkufizimin e limitit duke gjetur vlerat e O gé ti

qofté se |x - ﬂ < b, atéheré [tanx — 1] < 0.2. korespondojné € = 0.5 dhe ¢ = 0.1.

2. Ziérdorni grafikun Fé‘r te g2];(etur njé numer & té tillé q¢ né g popis dhene litty—onja tan x = oo, ilustroni pérkufizimin
qofté se |x — 1| < 6, atéher? |x2+4 - 0'4| <01 e limitit duke gjetur vlerat e & té cilat i korrespondojné (a)
3. Pér limitin M = 1000 dhe (b) M = 10, 000.

1irr11(4+x—3x3) =2
X—>
Vértetoni barazimet duke u nisur nga pérkufizimi me

ilustroni pérkufizimin e limitit duke gjetur vlerat e O qé ti Y, ) s
gjuhén e ¢, 6 dhe ilustrojini ato.

korespondojné € = 1 dhe € = 0.1.
4. Peér limitin 6.

. oet—1 .
lim =1 lim(2x+3) =5
r—0 X x—1
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7 16. s
lim (1 —4x) =13 1 9 —4x _
3 15 3+ 2x 6
8. 1 17.
xli>n}2(§x * 3) =2 J}inac =
9 18.

lim (7 - 3x) = -5
x—4

Vértetoni barazimet duke u nisur nga pérkufizimi me 19.

lim V9o—x=0

x—9~

gjuhéne ¢, 6 lim?’(x2 +x-4)=8
xX—
10. . 3 20
Yliinsgzg limz(xz—4x+5):1
11. 9 21.
lim (= +3) = 5 limz(xz -1)=3
12. ) 22,
1 x+x—6:5 lim x* = 8
x—2 x—-2 =2
13. 23. Veértetoni duke u nisur nga pérkufizimi se
}ii)nﬂx =qa hmx—)—?) ﬁzl = 00,
14. 24. Supozojmé se limy_—,, f(x) = oo dhe limy_,,(x) = ¢, ku
lirrb =0 c éshté njé numér natyror. Vértetoni secilin nga barazimet:
X— .
(a) limy—0[ f(x) + g(x)] = o0.
15. . (b) lim, [ f(x)g(x)] = oo né gofté se ¢ > 0.
ggn)o Ix[ =0 (@) limy—,,[ f(x)g(x)] = —co né gofté se c < 0.

2.5 Rregullat e kalimit né limit

Né seksionin e méparshém pérdorém makinat llogaritése dhe grafikét pér té llogaritur vlerat e limiteve, por
pamé se metoda té tilla jo gjithmoné na shpien tek pérgjigjja e sakté. Né kété seksion do té pérdorim vetité e

méposhtme té limitit, té quajtura Rregullat e limitit, pér té llogaritur limitet.

Lema 2.1. Supozojmé se c éshté njé konstante dhe limitet lim,_,, f(x) dhe lim,_,, g(x) ekzistojné, atéheré barazimet qé vijojné

jané té vérteta:

i) lim,,c=c

ii) lim,_,,x=a

iii) limy_,x" = a" ku n éshté njé numér natyror.

iv) lim,_, Vx = {a

V) By [f() £ g1 = limyo £(x) + limyy ()

vi) limyq[c- f(x)] = ¢ - limy,, f(x)

vii) limy_,[f(x) - g(x)] = limy—, f(x) - lim,—,, g(x)
[ _ lime, f(x)

viii) lim,_,, 2@ = T s

né qofté se lim,_,, g(x) # 0

ix) limy,[f(xX)]" = [limy, f(x)]" ku n éshté njé numér natyror.
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x) lim,_,, W = m ku n éshté numér natyror.
Vértetim: Le té jeté dhéné ¢ > 0. Ne duhet té gjejmeé 6 > 0 té tillé qé
[f(x) + g(x) = (L+M)| < ekur 0 <|x—a| <.
Duke pérdorur mosbarazimin e trekéndéshit ne mund té shkruajmé:
/() + g(x) = (L + M)| = [(f(x) = L) + (g(x) = M) < |f(x) = LI + [g(x) = M.

Prej nga pérftojmeé
If(x) + g(x) = (L+M)| <,

duke marré secilin nga termat |f(x) — L| dhe [g(x) — M| mé té vegjél se /2.
Megqé ¢/2 > 0 dhe lim,_,, f(x) = L, atéheré ekziston njé numér 6, > 01i tillé gé

[f(x) =Ll <e&/2kur 0 <|x—a| < 6.
Né ményre té ngjashme, megénése lim,_,, g(x) = M, atéheré ekziston njé numeér 6, > 01 tillé gé
lgx) —M| <e/2 kur 0<|x—a| <0,

Le ta marrim 6 = min{61,6,}. Vérejmeé se, po ge se 0 < |x —a| < 9, atéheré plotésohen njéherazi té dy mosbarazimet
0 <|x—a| <01 dhe 0 < |x —a| < 6, dhe prej kétej edhe mosbarazimet:

[f(x) = L| < &/2 dhe |g(x) — M| < €/2.
Pra, kemi:

[f(x)+g(x) = (L+M)| <|f(x)—LI+|gx)—M|<e/2+¢/2=¢
lf(x) +gx)—(L+M)<e kur 0<lx—al<d

Pra,
lim{f(x) + ()] = L +M

]
Tani shohim disa shembuj limitesh duke pérdorur rregullat e mésipérme.
Shembull 2.15. Llogarisni limitet e méposhtém:
a) lim,_5(2x* — 3x + 4).
. 3 2_
b) im,_, » %
Zgjidhje: Pér a) kemi
lim(2x? — 3x + 4) = im(2x?) — lim(3x) + lim 4
x—5 x—5 x—5 x—5
= 2lim(x?) — 3lim(x) + lim 4
x—5 x—5 x—5
=39
Gjithashtu pér b) kemi
X432 -1 limy, H(x®+2x* -1
lim = —:
x—-2 5-3x limy_, »(5 — 3x)
_limy, 0% + 2lim, o x? — limy, 5 1
- lim,, 5 -3lim,, > x
_ L
11
O
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Vérejtje 2.1. Tek funksioni f(x) = 2x> — 3x + 4 llogarisnim f(5) = 39. Vémé re se po aq ishte edhe limiti i tij kur x shkon
tek 5. Njelloj do rezultonte edhe tek shembulli (b). Kjo ndodh sepse kemi té béjmé me funksione polinomiale dhe racionale
respektivisht dhe pérdorimi i rrequllave té limitit provon se me to mund té punohet me zévendésim té drejtpérdrejté peér té
arritur tek vlera e limitit qé kérkohet.

Rregull: (Vetia e zévendésimit té drejtpérdrejté). Né qofté se f(x) éshté njé funksion polinomial ose racional, dhe a
njé vleré nga bashkésia e pérkufizimit té tij, atéheré:

lim () = f(@)

Funksionet gé kané vetiné e zévendésimit té drejtpérdrejté jané quajtur funksione té vazhdueshme né a dhe do
té studiohen me tej. Megjithaté jo té gjitha limitet mund té njehsohen népérmjet zévendésimit té drejtpérdre;jté, sic
tregohet né shembujt né vazhdim.

Shembull 2.16. Gjeni limitin

limxz_1
x—1 X—1.

Zgjidhje: Pér funksionin f(x) = ’;2__11 ne nuk mund ta gjejmé limitin me zévendésim té drejtpérdre;jté, sepse ky nuk
éshté i pérkufizuar pér x = 1, f(1) nuk ekziston. Por as regullin e limitit té raportit s'mund ta pérdorim sepse limiti i
eméruesit éshté zero. Prandaj le t'i kthehemi veprimeve algjebrike. Zbérthejmé numéruesin si diferencé katrorésh:

-1 (x-1)(x+1)

x—1 x—1

Numéuesi dhe eméruesi kané njé faktor té pérbashkét (x — 1). Kur kalojmé né limit, kur x shkon né 1, ne kemi x # 1,
késhtu qé edhe x — 1 # 0. Prandaj mund té thjeshtojmé faktorin e pérbashkét dhe mé pas té njehsojmé limitin:

CoxX*=1 . (x=Dx+1)
Iim—— =lim——=

-1 x—1 x—1 x—1 :}clil-ll(x—i_l):l—i_l:?"

o
Vérejtje 2.2. Né shembullin mé sipér, pér llogaritjen e limitit t¢ funksionit y = (x* — 1)/(x — 1) e zévendésuam até me njé
funksion mé té thjeshté, g(x) = x + 1, i cili kishte té njéjtin limit. Kjo éshté e vlefshme sepse f(x) = g(x), me pérjashtim té

x = 1dhe kur llogaritim limitin kur x i afrohet 1 ne nuk marrim parasysh vlerén x = 1. Né pérgjithési, né gofté se f(x) = g(x)
kur x # a, ateheré

lim f(x) = lim g(x)
Shembull 2.17. Gjeni limitin
lim g(x),

ku
x+1 mnéqgoftéese x+#1
g(x) = L 3
T né qoftése x=1

Zgjidhje: Kétu g(x) éshté pérkufizuar né x = 1 dhe g(1) = &, por vlera e limitit kur x i afrohet 1 nuk varet nga vlera
e funksionit né 1. Meqé g(x) = x + 1 pér x # 1, kemi

lirr11 g(x) = lin}(x +1)=2.

O
Vérejmé se vlerat e funksionit né shembujt e mésipérm jané identike me pérjashtim t€ x = 1, pra ata kané té
njéjtin limit kur x shkon tek 1

Shembull 2.18. Llogarisni
. (B3+h)?-9
lim ———.
h—0 h
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Zgjidhje: Né qofté se pércaktojmeé
3+h)?-9
h

atéheré s'mund ta llogarisim limy_,g F(h) duke marré I = 0, meqénése F(0) éshté e papércaktuar. Por, né qofté se
thjeshtojmé F(h) algjebrikisht, gjejmé se

F(h) =

B+h?-9 (9+6h+h*)-9 6h+h> _

Fi) = h I h

6+ h.

Rikujtojmé se marrim parasysh vetém vlerat i # 0 kur / i afrohet 0. Prandaj,

. (B+h?*-9
llm—

= 1im(6 + h) = 6.
h—0 h—0

Shembull 2.19. Gjeni lim;_,o Y=2=2,

Zgjidhje: Ne s’'mund ta pérdorim rregullin e raportit menjéheré, meqénése limiti i eméruesit éshté zero. Késhtu qé
fillimisht veprojmé algjebrikisht, duke shumézuar e pjestuar me té konjuguarin e numéruesit:

V2 +9-3 Vt2+9—3.\/t2+9+3

%1—{13 tz - ltl—r}& t2 '\/tZ + 9 + 3
2 +9) -
i 99
=02V +9+3
t2
=lim

=0 2(VE2 19 +3)

=lim

1
=0 Vi2+9+3

1
VIimio(Z +9) + 3

1 1

“3+3 6

O

Disa limite gjenden mé miré duke llogaritur fillimisht limitet e njéanshme. Teorema né vazhdim éshté njé kujtesé

e asaj gé u zbulua né paragrafin e méparshem. Ajo thoté se limiti ekziston atéheré dhe vetém atéheré kur té dy
limitet e njéanshém ekzistojné dhe jané té barabarté.

Teorema 2.1. Jepet funksioni f(x).
lim f(x) =L
x—a

ateheré dhe vetém atéhere kur
lim f(x) =L = lim+ f(x).

Vértetim: Detyré lexuesit.
O
Kur llogarisim limitet e njéanshém kemi parasysh se rregullat e limitit vlejné gjithashtu edhe pér kéto limite.

Shembull 2.20. Vértetoni se
lim|x]=0

x—0
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Zgjidhje: Kujtojmé gé

x né qofté se x>0
x| = .o
—-x mnéqoftéese x<0
Megqé |x| = x pér x > 0, kemi
Iim x| = limx=0
x—0* x—0*
Pér x < 0 kemi |x| = —x dhe prej kétej
1ir51 x| = lirgl (—x)=0
x—0" x—U"

Prandaj nga Teorema ??, lim,_, |x| = 0.

Shembull 2.21. Vértetoni se lim,_,g % nuk ekziston.

Zgjidhje: Pérpigemi té gjejmeé njéheré limitet e njanéshme

im M - lim F = lim1=1
x—0t X x—0t X x—0*
im 2 = lim =X = lim(-1) = -1

x—0" X x—=0" X x—0~

Megé limiti i majté éshté i ndryshém nga ai i djathté, atéheré nga Teorema ?? rrjedh se ky limit nuk ekziston.

Shembull 2.22. N¢ qgofté se
x—4 néqofttese x>4
f) = { “ !

8—-2x néqoftése x<4

pércaktoni se kur ekziston limiti lim, 4 f(x).
Zgjidhje: Meqé f(x) = Vx — 4 pér x > 4, kemi

Jim 709 = Jim Vx—d = Vi-d =0
Megé f(x) = 8 — 2x pér x < 4, ne kemi

xli_)rzr&f(x) :xli_)r?_(S—Zx) =8-2-4=0.

Limitet e majta dhe té djathta jané té barabarta. Prandaj limiti i funksionit ekziston dhe lim,_,4 f(x) = 0.

Shembull 2.23. Vértetoni se lim,_,3[x] nuk ekziston.

Zgjidhje: Meqé [x] = 3 pér 3 < x < 4, kemi
lim [x] = lim 3 = 3.
x—3* x—3*
Megqé [x] =2 pér2 < x < 3, kemi
lim [x] = lir? 2=2.
X—95"

x—3-

Megqé limitet e njéanshme jané té ndryshme, atéheré ky funksion nuk ka limit kur x shkon tek 3.

Teoremat né vazhdim japin dy veti shtesé pér limitin.

Teorema 2.2. N¢ qofté se f(x) < g(x) kur x shkon tek a (me pérjashtim ndoshta té a-sé) dhe té dy limitet e f(x) dhe g(x)

ekzistojné kur x shkon tek a, atéheré
lim f(x) < lim g(x).

X—a
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Njehsimi diferencial Shaska T.

Teorema 2.3. N qofté se f(x) < g(x) < h(x) kur x éshté rreth a (me pérjashtim ndoshta té a-sé) dhe
lim f(x) = limh(x) = L
X—a X—a
atéheré
lim g(x) = L.

Thuhet se né qofté se g(x) ndodhet ndérmjet dy funksioneve f(x) dhe h(x) pér x afér a, ku f(x) dhe h kané té

Shembull 2.24. Vértetoni se

a1

limx“sin— =0.
X

x—0
Zgjidhje: Fillimisht s’'mund té pérdorim

. 1 . .. 1
lim x? sin = = lim x? - lim sin =
x

x—=0 X x—=0 x—0

sepse lim,_,o sin 1 nuk ekziston.
Pérpigemi té pérdorim teoremén e mésipérme. Megenese, —1 < sinx < 1 kemi

o1
—x2 < x%sin = < &%
X

Ne dimé se lim,_,o x> = 0 dhe lim,_,o(—x?) = 0. Duke marré f(x) = —x2, g(x) = x? sin(1/x), dhe h(x) = x> nga teorema
e mésipérme kemi

lim x? sin1 =0.
x—0 X
O
Ushtrime:
1. Dihet se 7.
- SEOhE)
lim f(x)=4 lim g(x) =-2 lim h(x) = 0. 2 f(x)
x—2 x—2 x—2

Llogarisni limitet duke shpjeguar né ¢do hap rregullin e
Gjeni limitet qé ekzistojné. Po ge se nuk ekzistojné shp-  pérdorur.
jegoni pérse.

8.
2. xli)nrlz(3x4 +2x% —x-1)
lim [£(9) + 58(x)]. N
3 m 2x% +1
. ) 5 x—2 X2 + 6x — 4’
Lim [g()]". 10.
4 lim (1 + Vr)(2 - 6x* + x°).
. —
Lim Vf(). 11
) 3 5
5 " tli)n‘_ll(t +1)°(t + 3)°.
3f(x
12.
m .
=2 80 lim (——+9% 3
6 x—11 + 4x2 + 3x4
'  f) 13.
lim —. lim Vu*+3u+6.
x—2 g(x) u—-2
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Shaska T. Njehsimi diferencial
14. 31.
lim V16 —x2. Jim (— —
x—4- .
5 =0tV +t
. . X +x-6 32.
i S oy V2+9-5
16. x——4 x+4 ’
. xXP—x+6
]}E}z Tx_2 33. a) Pérdorni grafikun e funksionit f(x) = @ peér té
llogaritur vlerén e limitit lim,,o f(x).
17. 24+ 5v 44 b) Pérdorni njé tabelé té vlerave té f(x) pér té vlerésuar
im ———. limitin.
g 2 _
romd Xt 4 3x -4 c) Pérdorni rregullat e kalimit né limit pér té gjetur sakte-
18. 2 sisht vlerén e limitit.
lim ———.
i 22 +7t+3 34. Pérdorni teoremén e shogéruesve pér té trequar qé
19.
i 2 — 4y lim0 (x? cos20mx) = 0
im ———. x—
r—-1x2-3x—4
20. Ilusrojeni kété duke ndértuar grafikét e funksioneve f(x) =
. @+h2-16 —x2, ¢(x) = x?cos20mx, dhe h(x) = x* né té njéjtin
p}ino 2 : drejtkéndésh pamjeje.
21. Po1 35. Pérdorni teoremeén e shogéruesve pér té treguar qé
lim
x—1x2 =1 limo( Va3 + x3sin g) =0.
22, A
2+x
amo 38 Ilusrojeni kété duke ndértuar grafikeét e funksioneve f(x), g(x),
dhe h né té njéjtin drejtkéndésh pamjeje.
23.
tim & h? -8 36. Né qofté se 4x —9 < f(x) < x* — 4x + 7 pér x > 0, gjeni
h—0 h ’ limy—4 f(x).
24. Vish-1 37. NE qofté se 2x < g(x) < x* — x> + 2 pér té gjitha x, gjeni
}lin}) — limy—18(x).
11—
25. o 38. Vértetoni se lim,—,ox* cos 2 = 0.
t1£n>9 3- i 39. Vértetoni se lim,_g+ Vxes™/) =0,
26. 40. Gjeni limitin po ge se ekziston. Né qofté se nuk ekziston
lim 2 27‘ 3‘ shpjegoni pse. lim,_,3(2x + |x — 3|).
x—7 X —
41.
27.
. P+2x+1 im 2x+12.
A AT e ber
28. 42,
i @1 =37 o 2L
h£n>0 h : x—0.5~ |2)C3 — le'
29. 43.
it ’ 2 - |
im 4 X X
x——4x+4° r—-2 2+x
30. 44,
- 1 1
4- Vx lim (- - —

lim .
x—16 16x — x2

©Albanian Institute of Mathematics

x—0" X |X| '

69


https://sites.google.com/site/aulonnapress/books/textbooks
https://sites.google.com/site/aulonnapress/books/textbooks
http://www.risat.org

Njehsimi diferencial

Shaska T.

45. Le té jeté dhéné funksioni

42
f<x>={ *

x—1
a) Gjeni lim,_,»- f(x), dhe lim,—,+ f(x).
b) A ekziston limiti lim,_,, f(x)?
c) Ndértoni grafikun e f(x).

46. Le té jeté dhené funksioni F(x) = f‘;_‘lll.
a) Gjeni limy_ 1+ F(x), dhe lim,_,1- F(x).
b) A ekziston limiti lim,_,q F(x)?

c) Ndértoni grafikun e f(x).
47. NEé qofté se p éshté njé polinom, tregoni qé lim,_,,p(x) =
p@).

né qofté se x <2
né qofté se x> 2

70

fx)-8

x-1

48. Né qofté se lim,
limx—>1 f (x)

= 10, gjeni limitin

49. N qofté se lim,_,o %

f®)

x

= 5, gjeni limitet lim,_,o f(x)
dhe limx—>0

50. A ekziston ndonjé numer a i tillé gé

32 +ax+a+3
X24+x-2

lim

x—-2

té ekzistoje? NE qofté se po gjejeni vlerén e a-sé dhe vlerén e
limitit.
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Kapitulli 3
Vazhdueshmeéria dhe derivati i funksionit

Koncepti i vazhdushmérisé sé funksionit éshté njé nga konceptet themelore té kalkulusit.

3.1 Vazhdueshmeéria

Ne kemi pérmendur se limiti i njé funksioni kur x shkon né a shpesh mund té gjendet duke llogaritur vlerén e
funksionit né x = a. Funksionet me kété cilési jané quajtur té vazhdueshém né x = a. Do té shohim se pérkufizimi i
vazhdueshmérisé, éshté i lidhur ngushté me kuptimin e fjalés vazhdueshméri né gjuhén e pérditshme. Me poshté
ne do té perpigemi t'a shprehim kété me njé pérkufizim me formal.

Pérkufizim 3.1. Njé funksion f(x) quhet i vazhdueshém né x = a né qofté se

lim f(x) = f(@).

Vérejmé se pérkufizimi tregon se qé njé funksion té jeté i vazhdueshém né x = a, duhet gé ai té plotsojé tre
kushte si mé poshté:

i) té ekzistojé f(a), pra a t'i pérkasé bashkésisé sé pérkufizimit té funksionit
ii) té ekzistojé lim,—,, f(x)

i) lim,_, f(x) = f(a)

Pérkufizimi thoté se f(x) éshté i vazhdueshém né x = a né qofté se f(x) i afrohet f(a) sikurse x i afrohet a. Pra,
njé funksion i vazhdueshém ka cilésiné gé pér ndryshim té voggél té x prodhon vetém ndryshim té voggl té f(x). Né
fakt ndryshimi tek f(x) mund té béhet aq i vogél sa duam kur kemi marré ndryshimin e x-it mjaft t& vogél. Kur f(x)
éshté i pérkufizuar rreth x = a (me fjalé té tjera éshté i pérkufizuar né njé interval t&€ hapur qé pérmban x = 4, me
pérjashtim ndoshta té x = a), themi se f(x) nuk éshté i vazhdueshém né x = a.

Fenomenet fizike jané zakonisht té vazhdueshme. Pér shembull, shpejtésia e njé mjeti varion né ményré
té vazhdueshme né lidhje me kohén. Por jo-vazhdueshméria ndodh né situata té tjera, si pér shembull rryma
elektrike. Gjeometrikisht ju mund ta shihni njé funksion té vazhdueshém né ¢do piké té njé intervali, si njé funksion
grafiku i té cilit nuk ka shképutje (grafiku mund té vizatohet pa e shképutur lapsin nga letra).
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Shembull 3.1. Gjeni se ku nuk jané té vazhdueshém secili nga funksionet:

DY OEE——
b) ) = né qofté se  x #0
né qofte se x=0
X —X- . ..
&) f(x) = né qofté se  x #2
1 né gqofté se x =2
d) f(x) = [x]

Zgjidhje: (a) Vérejmé se f(2) nuk éshté i pércaktuar, pra funsioni nuk éshté i vazhdueshém né x = 2. Mé voné do
té shohim pse éshté i vazhdueshém né gjithé pikat e tjera.
(b) Kétu f(0) = 1, pra éshté i pérkufizuar por

. 1
i £ =i 5

nuk ekziston, késhtu gé nuk éshté i vazhdueshém né 0.
(c) Kétu f(2) =1, dhe

2—-x-2

sy ) = iy =— ==
. (x=2)(x+1)
= hm _—

x—2 X — 2

= }Clig(x +1) =
ekziston por
lirr%f(x) # f(2).
x—

Pra, ky funksion nuk éshté i vazhdueshém né x = 2.
(d) Funksioni i pjesés sé ploté f(x) = [x], nuk éshté i vazhdueshém né asnjé vleré té ploté, sepse nuk ekziston
limiti lim,_,,[x] kur n éshté numeér i ploté. |

Pérkufizim 3.2. Njé funksion f(x) quhet i vazhdueshém nga e djathta tek njé numér a né qofté se

lim f(x) = £(a)

x—at

dhe f(x) quhet i vazhdueshém nga e majta tek a né qofté se

lim f(x) = f(a)

Shembull 3.2. Tek secili numér i ploté n funksioni f(x) = [x] éshté i vazhdueshém nga e djathta por jo nga e majta, sepse:
lim f(x) = lim[x] = n = f(n)
x—at x—at

por
lim f(x) = hm[x] =n—-1%# f(n).

xX—a-

[m]

Pérkufizim 3.3. Njé funksion f(x) éshté i vazhdueshém né njé interval, né qofté se éshté i vazhdueshém né ¢do
piké té atij intervali. Né qofté se f(x) éshté i pérkufizuar vetém nga njéra ané né pikat e skajeve té intervalit
(segmentit, gjysmé-intervalit, gjysmé-segmentit), ne do kuptojmé me vazhdueshméri né skaje, vazhdueshmériné
nga e djathta, ose nga e majta respektivisht.

Shembull 3.3. Vértetoni se funksioni f(x) = 1 — V1 — x? éshté i vazhdueshém ne segmentin [—1,1].
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Shaska T. Njehsimi diferencial

Zgjidhje: Né qofté se -1 < a < 1, atéheré duke pérdorur rregullat e
kalimit né limit, ne kemi y

lim f(x) = im(1 — V1 —x?)
=1-1im V1 -2

X—a

=1- _[lim(1 —x2)

=1- V1-a2 = f(a). 1 l
Figura 3.1: Grafikui f(x) =1 - V1 —x2.

Prandaj nga pérkufizimi f(x) éshté i vazhdueshém né a kur -1 <a < 1.
Me llogaritje té ngjashme tregohet se

lirr}+ f(x)=1= f(-1) dhe linln_ fx)=1=fQ1)
Késhtu gé f(x) éshté i vazhdueshém nga e djathta tek —1, dhe i vazhdueshém nga e majta tek 1. E prej kétej né bazé
té pérkufizimit f(x) éshté i vazhdueshém né [-1,1]. O
Teorema 3.1. Né qofté se f(x) dhe g(x) jané funksione té vazhdueshme né x = a dhe c éshté njé konstante, atéheré funksionet

fxgcf, fg, fé né qofté se g(a) # 0, jané gjithashtu té vazhdueshém né x = a.

Vértetim: Secila nga pesé pjesét e teoremés rrjedh nga rregullat e kalimit né limit. Pér shembull, po japim vértetimin
e pjesés sé paré. Megénése f(x) dhe g(x) jané té vazhdueshém né a kemi:

lim £(x) = f(a) dhe lim g(x) = g(a).

Prej nga
lim(f + g)(x) = im (f(x) + g(x)) = lim f(x) + lim g(x) = f(@) + g(a) = (f + )(@)

Kjo na tregon se f + g éshté i vazhdueshém né a.
O
Nga teorema e mésipérme rrjedh se né qofté se f(x) dhe g(x) jané té vazhdueshém né njé interval, atéheré té tillé
jané edhe funksionet f + g, cf, fg, dhe é (kur g(x) nuk éshté zero). Teorema né vazhdim éshté prezantuar mé paré
si vetia e zévendésimit té drejtpérdrejté.

Teorema 3.2. (a) Cdo funksion polinomial éshté kudo i vazhdueshém; domethéné né R = (—oo, 00)
(b) Cdo funksion racional éshté kudo i vazhdueshém né bashkésiné e veté té pérkufizimit.

Vértetim: (a) Njé polinom éshté njé funksion i trajtés

n-1

P(x) =c,x" + ¢ X"+ .+ a1x + 0

kucy,cy, ....., ¢y jané konstante. Ne dimé se

limcy = ¢
X—a

dhe
limx™ = g™
X—a

kum=1,23..,n.
Pra, funksioni f(x) = x™ éshté funksion i vazhdueshém. Keshtu gé g(x) = cx™ éshté i vazhdueshém. Megénése
P(x) éshté shumeé e funksioneve té késaj forme dhe njé funksioni konstant, del se P(x) éshté i vazhdueshém.
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(b) Njé funksion racional éshté njé funksion i formés

_ P
QM)

ku P(x) dhe Q(x) jané polinome. Bashkésia e pérkufizimit té f(x) éshté:

fx)

D = {x € RIQ(x) # 0.

Ne dimé tashmé nga pika (a) se P(x) dhe Q(x) jané funksione kudo té
vazhdueshém. Pra, f(x) éshté i vazhdueshém pér ¢do numér nga D.

]

Si ilustrim i teoremés se mésipérme vérejmé qé véllimi i njé sfere

ndryshon né ményré té vazhdueshme né lidhje me rrezen, sepse formula

V(r) = 3mr® tregon se V éshté njé funksion polinomial i r. Po ashtu, né

qofté se njé top hidhet vertikalisht né ajér me shpejtési fillestare 50m/s,

atéheré lartésia e topit pas t sekondash jepet nga formula
h = 50t — 16t>.

Pérséri ky éshté njé funksion polinom, prandaj lartésia né varési té kohés
éshté funksion i vazhdueshém.

] o Pl Njohja e funksioneve té vazhdueshém na mundéson llogaritjen mé
Figura 3.2: Grafikui f(x) = =555 shpejt té disa limiteve, si né shembujt né vijim.

Shembull 3.4. Gjeni limitin
lim ¥ +2x2 -1
x—=2 5—3x

Zgjidhje: Funksioni
O+ -1

fo)=——3—

éshté racional, késhtu qé ai éshté i vazhdueshém né bashkésiné e veté té pérkufizimit, e cila éshté {x|x # 5/3}. Prej
nga
X+ 2% — (2P +2(-22-1 1

. 1
L T S e e

Teorema 3.3. Klasat e méposhtme té funksioneve jané té vazhdueshme né ¢do piké té bashkésisé sé tyre té pérkufizimit:
e polinomet,
o funksionet racionale,
o funksionet rrénje,
o funksionet trigonometrike,
o funksionet inverse trigonometrike,
o funksionet eksponenciale,
o funksionet logaritmike.

Vértetim: Detyré lexuesit.

Shembull 3.5. Ku éshté i vazhdueshém funksioni

_ Inx+tan'x

S =—a7 "
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Zgjidhje: Funksioni y = Inx éshté i vazhdueshém pér té gjithé x > 0 dhe y = tan™! x i vazhdueshém né R. Pra,
y = Inx + tan™! x éshté i vazhdueshém pér x € (0, ). Eméruesi, y = x> — 1 éshté polinom, prandaj éshté kudo
i vazhdueshém. Keshtu gé f(x) éshté i vazhdueshém pér té gjithé numrat pozitive me pérjashtim té pikave ku
x? —1 = 0. Prandaj, f(x) éshté i vazhdueshém né intervalet (0, 1) dhe (1, o).
]
Njé tjetér ményré pérftimi funksionesh té vazhdueshém prej funksioneve f(x) dhe g(x) té vazhdueshme éshté
kompozimi f o g. Ky né fakt éshté si pasojé e teoremés né vazhdim.

Teorema 3.4. Jepet g(x) njé funksion i vazhdueshém ne x = a i tillé gé lim,_,, g(x) = b. Né qofté se f(x) éshté i vazhdueshém
né b atéheré

lim f(g() = f(lim g(x)) = f(b)

Vértetim: Detyré lexuesit.
(]
Intuitivisht teorema éshté e vérteté, sepse né qofté se x éshté afér a4, atéheré g(x) éshté afér b, dhe meqgéné qofté
se f(x) éshté i vazhdueshém né b, né qofté se g(x) éshté afér b, ateheré f(g(x)) éshté afér f(b).

Shembull 3.6. Logarisni

. . (1— \/E)
lim arcsin .
1-x

x—1

Zgjidhje: Megénése arksinusi éshté funksion i vazhdueshém, atéheré

1-
lim arcsin( 1 \/J_C) = arcsin(lim x) = arcsm(hm Vx

_ 1—
r—1 -1 1-—x -1 (1 - \/E)(1+ \/E))

1
= arcsin |lim
(x—>l 1+ \/_)

i
2

= arcsin = =
2

Pérdorim Teoremén ?? né rastin e veganté kur f(x) = 4/x, ku n éshté numér natyror. Atéhers,

f(g(x)) = Y8(x) dhe flim g(x) = ¢ /lim g(x)

Né qgofté se ne vendosim kété shprehje né Teoremén ??, do té marrim

}gr‘} \Vg(x) = "lhmg(x

Teorema 3.5. N¢ qofté se g(x) éshté i vazhdueshém né x = a dhe f(x) i vazhdueshém né g(a), atéheré funksioni kompozim
f o gidhéné nga barazimi (f o g)(x) = f(g(x)) éshté funksion i vazhdueshém né a.

Vértetim: Megénése g(x) éshté i vazhdueshém né g, ne kemi

lim g(x) = g(a).

xX—a

Megénése f(x) éshté i vazhdueshém né b = g(a), mund té pérdorim Teoremén ?? pér té pérftuar
lim f(g(x)) = f(g(a)),

gé ka vend saktésisht pér h(x) = f(g(x)) si funksion i vazhdueshém né a. Keshtu gé f o g éshté i vazhdueshém né a.
o

Shembull 3.7. Gjeni se ku jané té vazhdueshém funksionet?
(a) h(x) = sin(x?)
(b) F(x) = In(1 + cos x)
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Figura 3.3: Grafiku i funksionit f(x) = sin (xz)
Zgjidhje: (a) Ne kemi h(x) = f(g(x)), ku

g(x) = x? dhe f(x) =sinx

Atéheré g(x) éshté i vazhdueshém né R. Megénése éshté polinom, atéheré edhe f(x) éshté gjithashtu kudo i
vazhdueshém. Prandaj, i = f o g éshté i vazhdueshém né R.

(b) Ne dimé se f(x) = Inx éshté i vazhdueshém dhe g(x) = 1 + cos x éshté i vazhdueshém (sepse té dy y = 1 dhe
Y = cos x jané té vazhdueshém). Prandaj nga teorema mbi vazhdueshmériné e funksionit té pérbéré, F(x) = f(g(x))
éshté i vazhdueshém kudo ku éshté i pércaktuar. Tani In(1 + cosx) éshté i pérkufizuar kur 1 + cosx > 0. Pra, nuk
éshté i pérkufizuar kur cosx = —1 dhe kjo ndodh kur x = +m, +37,.... Prandaj f(x) nuk ka vazhdueshmeéri kur x
éshté shumfish tek i n-sé dhe éshté i vazhdueshém né intervalet ndérmjet kétyre vlerave.

O
Njé veti e réndésishme e funksioneve té vazhdueshme, shprehet me teoremén né vazhdim.

Teorema 3.6 (Teorema mbi vlerén e ndérmjetme). Supozojmeé se f(x) éshté i vazhdueshém né njé interval té mbyllur [a, b]
dhe le té jeté u njé numér ndérmjet f(a) dhe f(b), ku f(a) # f(b). Atéheré, ekziston njé numeér ¢ né (a, b) i tillé gé f(c) = u.

Kjo Teoremé pohon se njé funksion i vazhdueshém merr ¢do vleré ndérmjet dy vlerave té ndryshme té funksionit
f(a) dhe f(b). Vérejmé se vlera N mund té merret njé heré [si né pjesén (a)] ose mé shumé se njé heré [si né pjesén
(b)].

Né qofté se e mendojmé funksionin e vazhdueshém si njé funksion grafiku i té cilit nuk ka ndérprerje, atéheré
éshté e lehté té besosh vértetésiné e teoremés. Né kuptimin gjeometrik thuhet se pér ¢do drejtéz horizontale y = N
e dhéné ndérmjet y = f(a) dhe y = f(b), grafiku i f(x) s'mund ta kapércejé drejtézén. Ai mund ta presé y = N diku.

Eshté e réndésishme qé funksioni f(x) né Teoremén ?? té jeté i vazhdueshém. Teorema e vlerave té ndérmjetme
né pérgjithési nuk éshté e vérteté pér funksionet jo té vazhdueshme.

Njé pérdorim i Teoremes ?? éshté pérkufizimi i rrénjéve té njé ekuacioni si né shembullin gé vijon.

Shembull 3.8. Veértetoni se pér ekuacionin
40 —6x* +3x—2=0

Zgjidhje: Le téjeté f(x) = 4x> — 6x% + 3x — 2. Ne po shohim pér njé zgjidhje té ekuacionit, gé do té thoté té gjejmé njé
numér ¢ ndérmjet x = 1dhe x = 2 i tillé qé f(c) = 0. Pra, duke marréa = 1 dhe b = 2 dhe N = 0 tek Teorema ??, kemi

f)=4-6+3-2=-1<0dhe f2)=32-24+6-2=12>0.

Prandaj, f(1) < 0 < f(2); pra N = 0 éshté ndérmjet numrave f(1) dhe f(2). Atéheré, f(x) éshté i vazhdueshém si
polinom, prandaj nga Teorema ?? ekziston njé numér c ndérmjet 1 dhe 2 i tillé qé f(c) = 0. Me fjalé té tjera ekuacioni
4x% — 6x% + 3x — 2 = 0 ka té paktén njé rrénjé né intervalin (1,2).
Né fakt mund ta lokalizojmé njé rrénjé né ményré akoma meé té sakté duke pérdorur Teoremén ?? pérséri.
Megénése
f(1.2) = -1.128 < 0 dhe f(1.3) = 0.548 > 0

njé rrénjé mund té ndodhet ndérmjet 1.2 dhe 1.3

Ushtrime:
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Njehsimi diferencial

1. Shkruani njé ekuacion qé té shprehé faktin se njé funksion
f(x) éshté i vazhdueshém né numrin 4.

2. N¢ qofté se f(x) éshté i vazhdueshém né (—oo, 00), cfaré
mund té thoni pér grafikun e tij?

3. Ndértoni grafikun e njé funksioni i cili éshté i vazhdueshém
kudo me pérjashtim té x = 3 dhe i vazhdueshém nga e majta
né 3.

4. Né qofté se f(x) dhe g(x) jané té vazhdueshém me f(3) =5
dhe

lim [2f() - ()] = 4,
gjeni g(3).

5. Pérdorni pérkufizimin dhe vetité e limitit pér té trequar se
funksioni éshté i vazhdueshém tek njé numér i dhéné a.

1. fx)=x*+ V7 -x,a=4

2. f(x) = (x+2x)ta=-1

3. f(x) =

2432 . _
e A= 1

6. Peérdorni pérkufizimin e vazhdueshmeérisé dhe vetité e limi-
tit pér té trequar se funksioni éshté i vazhdueshém né intervalin
e dhené.

1. f(X) — 2x+43

x=27

(2, )

2. g(x) =2V3 —x,(—00,3]

Shpjegoni pse funksionet nuk jané té vazhdueshém né
numrin e dhéné a. Ndértoni grafikét e tyre.

7. f(x) =In|x-2|nea=2

8.
1
) o né gofté se x #1
X) =4 XxX—
2 né gqoftése x =1
néa=1
9.
I xX* néqoftése x>0
x) =
¢ néqoftése x <0
néa=0.
10.
1 né qofté se x =1
(x): 2 _
/ iz al né qofté se x #1
néa=1

©Albanian Institute of Mathematics

11.
cosx néqoftése x <0
f(x)=40 né qoftése x =0
1-x* néqoftése x>0
néa=0.
1 2x? —5x -3
fo=1"x-3 né qofté se x #3
6 né qoftése x =3
néa=3

Shpjegoni pse funksioni éshté i vazhdueshém né ¢do
piké té bashkeésisé sé pérkufizimit.

13. F(x) =

X
x2+5x+6

14. G(x) = Vx(1 +x3)

15. H(x) = x> + V2x -1
16. L(x) = e~3* sin2mt
17. F(x) = &

18. f(x) = %

19. g(x) = sin'(x? - 1)
20. h(x) = cos(e V)

21. Pércaktoni pikat e képutjes sé funksionit

. _ 1
Y= zam

ii) y = In(tan? x)
Pérdorni vazhdueshmériné pér té njehsuar limitet

5+4/x
V5+x

23. lim,_, sin(x + 2sin x)

24. limy_,; e~

22, limx_>4

. 2_
25. lim,_,; arctan(55=-)

Vértetoni se f(x) éshté i vazhdueshém né (—co, c0).

26. ,
x°  néqoftése x<1
flx) = .
Vx néqoftése x>1
27.
(x) = sinx néqoftéese x <m/4
o) = cosx mnéqoftése x>m/4

Gjeni numrat né té cilét funksioni nuk éshté i vazh-
dueshém. Né cilat nga kéto vlera funksioni f(x) éshté
i vazhdueshém nga e majta, nga e djathta? Ndértoni
grafikun.
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28. 32. Gjeni vlerat e a dhe té b, pér té cilat funksioni f(x) éshté i
1+x%  né qofté se <0 vazhdueshém kudo.
f(x)=42-x né qoftése 0 <x <2 x2—4 o
0 e né qofteé se x<2
(2-x)" né qofté se x>2 | x=2
fx) = ax* —bx+3 néqoftése 0<x<3
29. 2x—a+b  néqofté se x=3
1+x  néqofté se x<1
fx) =4 1/x néqoftése 1<x<3 Duke u nisur nga Teorema mbi Vlerén e Ndérmjetme
X -3 néqofté se x>>3 tregoni se ekuacioni i dhéné ka njé rrénjé né intervalin e
treguar.
30. 33. ' +x—3=0né(1,2)
X+2 néqofté se x<0
fx)=4¢€" néqoftése 0<x<1 34. cosx =xné (0,1)
2 —x néqofté se x>1 35. Vx=1-xné¢(0,1)

31. Pér cfaré vlerash té ¢ funksioni f(x) éshté i vazhdueshém 36- Inx =™ né (1,2)

S0 ,
né (=00, 00); 37. Vértetoni se f(x) éshté i vazhdueshém né a atéheré dhe

) vetém atéheré kur
) cx” +2x néqoftése x <2
x) = .
f X’ —cx  néqoftése x>2 hlirh fa+h) = f(a).

3.2 Limitet né pikat e pafundme, asimptotat horizontale

Deri tani kemi studiuar limitet e pafundme dhe asimptotat vertikale, pra kur x shkonte drejt njé numri a, vlerat
e y rriteshin pa kufi (ose zvogéloheshin pa kufi). Né kété seksion le té jeté x gé rritet pambarimisht (ose zvogélohet
pambarimisht) dhe do té shohim ¢'ndodh né kété rast me y.

Le ta fillojmé me sjelljen e funksionit f(x) té pérkufizuar nga

foy= £

Tx2+1

kur x rritet pambarimisht (zvogélohet pambarimisht). Tabela né vazhim jep vlerat e funksionit me saktési deri né
6 shifra pas presjes.

X f@)

0 -1

+1 0
+2 0.600000
+3 0.800000
+4 0.882353
+5 0.923077
+10 | 0.980198
+100 | 0.999200
+1000 | 0.999998

Tabela 3.1: Vlerat e f(x) = 21 ur x — co.

2+1

Ju mund té shihni se sa mé shumé largohen vlerat e x aq mé afér 1 shkojné vlerat e funksionit. Kjo situaté
simboliksht shprehet késhtu

21
limx

= 1.
x—00 X2 + 1
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Neé pérgjithési, ne pérdorim shénimin
lim f(x) =L
pér té treguar se vlerat e f(x) i afrohen gjithnjé e mé shumé L kur x i largohet gjithnjé e mé shumé origjinés.

Pérkufizim 3.4. Le té jeté dhéné funksioni f(x) i pérkufizuar né ndonjé interval t€ hapur (4, oo) Atéheré,

lim f(x) = L

X—00
do té thoté se vlerat e f(x) mund t'i afrohen pabarimisht L kur x merret mjaft i madh.

Njé pérkufizim mé i sakté, me gjuhén ¢, 6 do jepet né fund té kétij seksioni. Theksojmé se ka disa ményra, qé
grafiku i f(x) t'i afrohet drejtézés y = L e cila quhet asimptoté horizontale e funksionit f(x).

Duke ju referuar edhe njé heré Tabelés sé mésipérme, shohim se pér vlera shumé té vogla negative té x, vlerat e
f(x) jané shumé afér 1. Duke e 1éné x té zvogélohet drejt vlerave negative pa kufi, ne mund ta afrojmé sa té duam
f(x) tek 1. Kjo shprehet duke shkruajtur

xl_i)rpw flx)=L.

Pérkufizimi mé i pérgjithshém jepet né vazhdim.

Pérkufizim 3.5. Le té jeté f(x) njé funksion i pérkufizuar né njé interval té hapur (—oo,a). Atéherg,
Jlim f(=1

do té thoté se vlerat e f(x) mund t'i afrohen sa té¢ duam L kur x zvogélohet pa kufi.

Pérséri simboli —co nuk pérfaqson njé numér, por shprehja lim,_,_. f(x) = L shpesh lexohet si: limiti i f(x) kur x
shkon né minus infinit éshté L.

Pérkufizim 3.6. Drejtéza y = L quhet asimptoté horizontale e funksionit y = f(x) né qofté se
lim f(x) =L

ose
lim f(x)=L
X——00
MEé poshté shohim njé fakt té réndésishem.

Teorema 3.7. N¢ qofté se r > 0 éshté njé numér racional, atcheré

NE qofté se r > 0 éshté njé numér racional, i tillé qé x" éshté i pérkufizuar pér ¢do x, atéhere

lim — =0
x——oo X"

Vértetim: Detyré lexuesit.

Shembull 3.9. Llogarisni
. 3x*-x-2
Iim ———
x—oo 5x2 + 4x + 1

dhe tregoni se cilat veti té limitit pérdoren né secilin hap.
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Zgjidhje: Kur x rritet shumé si eméruesi dhe numéruesi rriten shumé, késhtu qé nuk éshté e qarté se ¢'ndodh me
raportin. Na duhet té kryejmé disa veprime algjebrike.

Pér té llogaritur limitin né infinit té ¢do funksioni racional, ne fillimisht pjestojmé si numéruesin dhe eméruesin
me fuqiné mé té larté té x pér eméruesin (pranojmeé se x # 0 Megénése ne interesohemi pér vlera shumé té médha
té x). Né kété rast fugia mé e larté e x né emérues éshté x?, késhtu qé kemi

32 —x-2 . —3"2;5_2 . 3-1-2
v B + dx + 1 ‘}5’&53@# _}%‘05+§+%

Climeow@- 3 - %) limeow3-limee y —2limese . 3-0-0 3

ClimeB+ i+ L) limeoo5+4lim el +lime L 5+0+0 5
Duke llogaritur né ményré té ngjashme tregohet se kur x — —oo prapé limiti éshté 3/5. m|
Shembull 3.10. Gjeni asimptotat horizontale dhe vertikale té grafikut té funksionit

V2x2 + 1

f)=—""3

Zgjidhje: Duke pjestuar si eméruesin dhe numéruesin me x dhe duke pérdorur vetité e limitit, ne kemi

VB 2+L lime \/2 +1 \/11qu002 Himewd 570 43
im ————— = lim = = = =

e limeo(@-2)  limew3-5km,_ 1 3-5-0 3

X000y

Prej nga drejtéza y = V2/3 éshté asimptota horizontale e grafikut t& f(x).
Né llogaritjen e limitit kur x — —co, duhet t& kujtojmé se kur x < 0, ne kemi vx = |x| = —x. Prandaj kur pjestojmé
numeéruesin me x, pér x < 0 marrim

1
- 2x2+1=—LV2x2+ = 2+l
X Va2

2 X2
Prejnga,
. 1 — 1
I W GRS i S
x>0 3x—5 lim,_, o (3 - g) 3-5limy, o1 3

Pra, drejtéza y = — V2/3 éshté gjithashtu asimptoté horizontale.
Asimptota vertikale kérkohet aty ku eméruesi béhet zero. Kemi 3x —5 = 0 pér x = g Né qofté se x éshté afér

5/3 duke gené mé i madh se x = 5/3, atéheré eméruesi éshté afér zeros por duke gené pozitiv. Numéruesi V2x2 + 1
éshté gjithmoné pozitiv, késhtu qé f(x) éshté pozitiv. Prej nga kemi

V2x2 +1

m
x—(5/3* 3x -5

Né qofté se x éshté afér 5/3 por duke gené mé i voggl, atéheré 3x — 5 < 0, késhtu gé f(x) do jeté shumeé i vogel

negativ. Keshtu qé
. V2x2 +1
Iim — =-
x—(5/3- 3x—D5

Pra, asimptota vertikale éshté x = 5/3.

Shembull 3.11. Gjeni limitin

lim(Vx2+1-x)

X—00
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Zgjidhje: Megénése si Vx2 + 1 dhe x jané shumé té médha kur x éshté shumé i madh, éshté e véshtiré té kuptohet
se ¢'ndodh me diferencén e tyre, prandaj i kthehemi veprimeve algjebrike, pér ta rishkruar funksionin. Fillimisht
shumézojmé dhe pjestojmeé me té konjuguarén e késaj shprehjeje:

24+1+
Im(Vx2+1-x)=lim(VxZ+1 —x)M
X—00 X—00 2 +1+x
2+1_2 1 1
= lim @rh-x = lim = lim ——— = lim = = 0 =
P VT 1 ex N VR il4x o NEde aom [ VIr0+1
X

X

]
Shembull 3.12. Llogarisni
lim e*.
x—0~
Zgjidhje: Né qofté se e shénojmé t = 1, dimé qé t — —oo kur x — 07. Atéheré, kemi
lim e7 = lim ¢ =0
x—0~ t——c0
]
Shembull 3.13. Gjeni limitin
lim sin x.
X—00

Zgjidhje: Kur x rritet vlerat e sin x oshilojné ndérmjet 1 dhe —1 pafundésisht dhe gjihnjé e mé shpesh, dhe pa pasur
mundési t'i afrohen njé numri té caktuar. Prandaj ky limit nuk ekziston.
]

3.2.1 Limitet e pafundém né pikat e pafundme

Shénimi
lim f(x) = oo

pérdoret pér té treguar se vlerat e f(x) zmadhohen pambarimisht kur vlerat e x-it rriten pambarimisht. Njé kuptim
ingjashém u bashkangjitet simboleve té méposhtém:

Jim, £0) = o9, Jim ) = = im0 =~

Shembull 3.14. Gjeni

lim x3 dhe lim *°

X—00 X—>—00

Zgjidhje: Kur x rritet, gjithashtu dhe x> rritet, pér shembull 10° = 1000, 100® = 100000 e késhtu me radhé. Né fakt
mund ta b&jmé x° sa té duam té madh duke marré x mjaft t&¢ madh. Prej nga mund té shkruajmé

lim 1% =

X—00

Né ményré té ngjashme, kur x merret shumé i vogél negativ, i tillé do jeté edhe x*, prandaj

lim x® = —

X——00

o]

Shembull 3.15. Gjeni lim, e (x? — x).
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Zgjidhje: Vérejmé se nuk mund té shkruajmé

lim (x? — x) = lim ¥% — lim x = co — o
Rregullat e limitit nuk mund té aplikohen né limitet e pafundém sepse co nuk éshté njé numér (co — o) nuk mund
té pércaktohet. Megjithaté ne mund té shkruajmé
lim(x? —x) = limx(x = 1) = o0

X—00 X—00

Sepse si x dhe x — 1 béhen gjithnjé e mé té médha, e po ashtu dhe prodhimi i tyre.

Shembull 3.16. Gjeni lim, o 2.
Zgjidhje: Si né shembullin e mésipérm, pjestojmé numéruesin dhe eméruesin me fuginé me té larté té x-it né
emérues, qé éshté x:

X% +x L x+1

lim = lim = -0

X—00 - X X—00 § —
X

sepsex +1 — codhe3/x -1 — -1 kur x — oo.
O
Shembulli né vazhdim tregon se duke pérdorur limitet e pafundme né pikat e pafundme, sé bashku me piképre-
rjet me boshtet mund té pérftojmé njé ide né vija té trasha té grafikut té polinomit pa pasur nevojé té marrim njé
numér té madh pikash.

Shembull 3.17. Ndértoni grafikun ey = (x —2)*(x + 1)*(x — 1) duke gjetur piképrerjet me boshtet dhe limitet e tij kur x — oo
dhe kur x — —oo.

Zgjidhje: Piképrerjet me boshtin e y-ve jané f(0) = —16, me boshtin e x-ve gjenden duke béré y = 0 dhe kemi
x = 2,-1,1. Vérejmé se meqéné qofté se (x — 2)* éshté pozitiv, funksioni nuk ndryshon shenjé duke kaluar népér
x = 2; prandaj grafiku nuk e kalon boshtin e x-ve tek 2. Grafiku e kalon boshtin né 1 dhe —1.

Kur x éshté shumé i madh pozitiv, atéheré té tre faktorét jané shumé té médhenj, prandaj

Lim (x - 2 x +1)°%(x = 1) = co.

Kur x éshté shumé i voggl negativ, faktori i paré éshté shumé i madh pozitiv, ndérsa i dyti dhe i treti shumé té vegjél
negativ, prandaj
lim (x = 2)*(x + 1)3(x — 1) = .
X——00

3.2.2 Pérkufizimi i sakté i limiteve kur x — oco.
Pérkufizimet e mésipérme mund té fomulohen mé sakté né trajtén e méposhtme.
Pérkufizim 3.7. Le té jeté f(x) njé funksion i pérkufizuar né njé interval (4, o). Atéheré,
lim f(x) = L
do té thoté se pér ¢do ¢ > 0 ekziston njé numér N i tillé gé
[f(x)-Ll<e kur x>N

E théné me fjalé té tjera vlerat e f(x) béhen arbitrarisht shumé afér L (brenda distancés ¢, ku ¢ > 0) duke marré x
mjaft té madh (mé té madh se N, ku varet nga ¢). Grafikisht thoté se duke zgjedhur x mjaft t¢ madh (mé té madh se
ndonjé numér N) ne bé&jmé té mundur qé grafiku i funksionit té shtrihet midis dy drejtézave horizontale y = L — ¢
dhe y = L + ¢. Kjo duhet té jeté e vérteté sado i vogél té jeté ¢.
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Pérkufizim 3.8. Le té jeté f(x) njé funksion i pérkufizuar né njé interval (—oo, 2). Atéheré
Jm f(x) =L
do té thoté se pér ¢do ¢ > 0 ekziston njé numér N i tillé gé
f(x)—Ll<e kur x<N.

Me sipér llogaritém qé
fim 3x*-x-2 _3
xoe0 5x2 +4x+1 5

Né shembullin gé vijon do pérdorim grafikun dhe pérkufizimin pér L = 3/5 dhe ¢ = 0.1.

Shembull 3.18. Pérdorni grafikun peér té gjetur njé numeér N té tille gé

3x*-x-2 3 <01
5x2+4x+1 5 '
sa heré gé x > N.
Zgjidhje: Ne e rishkruajmé mosbarazimin si
3x?—x -2
05< —5———<07
5x2 +4x +1

Na duhet té pércaktojmé vlerat e x pér té cilat kurba e dhéné shtrihet ndérmjet dy drejtézave horizontale y = 0.5
dhe y = 0.7. Nga e djathta e kétij numri kurba géndron midis drejtézave y = 0.5 dhe y = 0.7. Duke rrumbullakosur
pér té gené té sigurté, mund té themi se

3x?—x—-2 3

X7 _Clooa
5+ dx + 1 5‘<

kur x > 0.7. Me fjalé té tjera mund té themi se pér ¢ = 0.1 mund té zgjedhim N = 7 (ose njé numér mé té madh se 7).
o

Shembull 3.19. Pérdorni pérkufizimin e limitit pér té vértetuar se

lim - =0.

xX—0o X
Zgjidhje: Pér ¢ > 0 té dhéné, duam té gjejmé N té tillé qé

E—O < ckur x >N

NEé llogaritjen e limitit pranojmé se x > 0, e né kété rast

1
__0’2
X

1

X

1

prej nga duam
! < &ekur x> N.
x

Pra ,
x>zkur x>N

Kjo na sugjeron gé ta marrim N = 1/¢.
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Njehsimi diferencial Shaska T.
Atéheré, pér ¢ > 0 té dhéné zgjedhim N = 1/¢, le té jeté x > N. Kemi
LSRR
X Tl x TN ¢
Prandaj
‘91_5_0 <ekur x >N
Pra,
lim - =0
x—00 X
O

Pérkufizim 3.9. Le té jeté f(x) njé funksion i pérkufizuar né njé interval (a, c0). Atéheré

lim £() = e0

do té thoté se pér ¢do numér pozitiv M ekziston njé numeér pozitiv N i tillé gé

f)>M,

kur

Pérkufizime té ngjashme mund té merren kur né vend té simbolit co marrim —oo.

Ushtrime:

Shpjegoni me fjalét tuaja kuptimin e secilit prej baraz- 10.

imeve.
1. limy e f(x) =5
2. limy, o f(x) =3

11.

12.

Ndértoni grafikun e njé funksioni f(x) i cili plotéson té

gjitha kushtet e dhéna.

3. £(0)=0, f(1) = 1, limy—se0 f(x) = 0.

13.

4. limy_o- f(x) = 00, limy—0- f(X) = —oo, limy o f(x) =

1, limy—o f(x) = 1,

14.

5. limy_,, f(x) = —o0, limy—,e f(x) = 00, limy—,_o f(x) =

0, lim, o+ f(X) = 00, lim,_o- f(X) = -

15.

6. lim,_, ; f(x) = o0, limy_,_o f(x) = 3, limy_,00 f(x) =

-3

7. f(0) = 3, lim, o f(x) = 4, lim, o f(x) = 2, 16

limy o f(x) = —o0, limy 0 f(x) = 3, limy 4 f(x) =

—0o, limy 4+ f(x) = 00

17.

8. limy_3 f(x) = —o0, limy_e f(x) = 2, f(0) = 0, f(x)

eshte ¢ift.

Llogarisni limitet e méposhtme:

9.

i
e 2x 13

84

18.

19.

1-—x—x2

im ———
x—-c0 2x2 -7

. 3x+5
lim

xX—o0 X —

I X3+ 5x
im ———
x—o0 2x3 —x2 + 4

m 2 +2
t—-co 3+ 12 -1

im 4u* +5
u—eo (42 = 2)(2u? — 1)

x+2

o0 \9x2 11

lim (V9x% + x — 3x)

X—>00
lim (x + Va2 +2x)
X—>—00
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Shaska T. Njehsimi diferencial
20. 32,
lim (Va2 +ax — Va2 + bx) 1+
X—>00 —xZ — x4
2L . 33.
lim cosx 2%
X—>00 y — . 5
22, ¢
lim VxZz+1 34. Pér limitin
" Va2 41
lim ——— =
23. 5 x—oeo  x+1
: 4
x1—1>r£100(x +X7) ilustroni pérkufizimin duke gjetur vlerat e N korresponduese
tte=05dhee=0.1
24. s
lim ¥ -2x+3 35. Pér limitin
x—o0 5 —2x2
25. Vax2 +1 9
im 1-e x—-c0  x+1 T
x—00 1 4 2% ) ) L ,
ilustroni pérkufizimin duke gjetur vlerat e N korresponduese
26. . t¢ e =0.5dhe e =0.1
lim (e™* cos x)
) 36. Per limitin
27. lim 2x+1 -
hm etanx S =
x—(n/)* ¥ Vx+1

Gjeni asimptotat horizontale dhe vertikale té secilit prej
funksioneve té méposhtém:

28.
_ 2x+1
T ox=2
29.
o x?+1
Y=o 3x—2
30.
2 +x-1
T2 +x-=2
31.
S
y_x2—6x+5

©Albanian Institute of Mathematics

ilustroni pérkufizimin duke gjetur vlerat e N korresponduese
té M = 100.

37. Pérdorni pérkufizimin pér té treguar se limy_o 1 = 0
38. Pérdorni pérkufizimin pér té trequar se limy_ e x> = 00

39. Pérdorni pérkufizimin peér té treguar se limy ., &* = oo

40. Veértetoni se
Jim o) = Jizg, 1/

dhe
lim_f() = lim f(1/)

né qofté se kéto limite ekzistojné.
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Njehsimi diferencial Shaska T.

3.3 Tangentet, shpejtésité dhe raportet e ndryshimit

Neé fillim té Kap. ?? ne gjetém vlerat e koeficentit kéndor té tangentes dhe té shpejtésisé sé castit né bazé té
evidentimeve numerike. Ndérsa tani qé kemi pérkufizuar limitin dhe mésuam teknikat e llogaritjes sé tij, po
kthehemi problemeve té tangentes dhe shpejtésisé me mundésiné e llogaritjes sé koefigentit kéndor té tangentes,
shpejtésisé, dhe raporteve té tjera té ndryshimit.

3.3.1 Tangentet

Né qofté se njé kurbé C ka ekuacion y = f(x) dhe duam té gjejmé drejtézén tangente ndaj C né pikén P(a, f(a)),
atéheré shqyrtojmé njé piké afér P, Q(x, f(x)), ku x # a, dhe llogarisim koeficentin kéndor té preréses PQ:

g = [0 =@

X—a

Atéheré le ta afrojmé Q tek P duke afruar x tek a. Né qofté se kpg afrohet tek njé numeér k, atéheré e pércaktojmeé
tangenten f si drejtéza qé kalon nga P me koefigent kéndor k. Kjo na lejon té themi se drejtéza tangente éshté
pozicioni limit i preréses PQ kur Q shkon tek P.

Pérkufizim 3.10. Drejtéza tangente ndaj kurbés y = f(x) né pikén P(a, f(a)), quhet drejtéza qé kalon nga pika P me
koefigent kéndor
e i T 1)

x—a X—a

né kushtet kur ky limit ekziston.

Shembull 3.20. Gjeni ekuacionin e tangentes ndaj parabolés y = x* né pikén P(1, 1).

Zgjidhje: Kétu kemi a = 1 dhe f(x) = x?, prandaj koeficenti kéndor i tangentes éshté

- f(1 2 _ -1 1
kzlimf(x) f()zimx 1=limw=1im(x+1)=1+1=2
-1 x-1 -1 x—1 x-1 x—1 x—1

Atéheré ekuacioni pér drejtézén tangente gé kalon nga pika P(1, 1) me koefigent kéndor 2 do té jeté
y—1=2(x—-1)osey =2x -1

Ndonjéheré i drejtohemi koefcentit kéndor té tangentes sé njé kurbe né njé piké si koeficent kéndor i kurbés né até
piké. Ideja éshté se né qofté se e zmadhojmé mjaft, ekranin e pamjes pér kurbén, ajo do té duket si njé vijé e drejteé.
Sa mé shumé e zmadhojmé, aq mé shumé parabola ngjan me njé drejtéz. Me fjalé té tjera kurba béhet e
padallueshme nga tangentja.
Ka njé shprehje tjetér pér koeficentin kéndor té tangentes qé ndonjéheré éshté mé e lehté pér tu pérdorur. Le té
jeté
h=x-a

Atéheré,
x=a+h

prandaj koeficenti kéndor i sekantes PQ &éshté

o faxh-f@
=T

Vérejmé se kur x i afrohet a, 1 shkon né zero (sepse h = x — a) dhe shprehja pér koefigentin kéndor té tangentes
né pérkufizimin e mesiperm béhet
o f@+ 1) = 1@

k
h—0 h

O
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Shembull 3.21. Gjeni ekuacionin e tangentes sé¢ hequr ndaj grafikut té y = 3/x (hiperbolé) né pikén (3,1).
Zgjidhje: Le té jeté f(x) = 3/x. Atéheré, koeficenti kéndor i tangentes né (3, 1) éshté
3-(3+h)
3 ~h 11

L f@-fB) . gl L L ~
k=lim I e Rl o S b e S Sl

Prej nga ekuacioni i tangentes né pikén (3, 1) éshté

y-1= —%(x -3)
i cili duke thjeshtuar merr trajtén
x+3y—-6=0.
]
Shembull 3.22. Gjeni koefigentin kéndor dhe tangeten e hequr ndaj grafikut té funksionit f(x) = x né pikat (1,1), (4,2),
dhe (9, 3).

Zgjidhje: Megénése kérkohen tre koeficenté kéndoré, le ta fillojmé me gjetjen e koefigentit kéndor pér njé piké té
cfarédoshme (a, va):

- fath) - £

k=
h—0 h
— tim a+h-— W:lim Va+h- \/E' Va+h+ \/E:
h—0 h h—0 h \/m+\/a
lim_@*tW-a .
=0 h(Va+h+ +a) "0 h(Va+h+ +a)

1 1 1
=0 g+ h+a  Va+Na  2+a

Né pikén (1,1) kemi a = 1, prandaj koeficenti kéndor i tangentes éshté k = 1/2V1 = 1/2. Né (4,2) kemi a = 4 prej
ngak = 1/2 V4 = 1/4;1né (9,3) kemi k = 1/2V9 = 1/6.

O

3.3.2 Shpejtésité

Ne studiuam lévizjen e topit té hedhur nga njé lartési, dhe pércaktuam shpejtésiné e tij si limit i shpejtésisé
mesatare pér intervale kohore gjithnjé e mé té shkurtra.

Né pérgjithési, supozojmé se njé objekt léviz pérgjaté njé vije té drejté, dhe ekuacioni i 1évizjes jepet nga s = f(t),
ku s éshté distanca direkte e objektit nga origjina né kohén t. Funksioni f(x) qé pérshkruan lévizjen quhet funksioni
pozicion i objektit. Né intervalin e kohés nga t = a deri né t = a + h ndryshimi i pozicionit éshté f(a + h) — f(a).
Shpejtésia mesatare gjaté kétij intervali éshté

Uﬂl - t h
ku me v,, kemi shénuar shpejtésiné mesatare, dhe s pozicionin, dhe ¢ kohén e cila éshté e njéjté me koeficentin
kéndor té preréses PQ.
Tani supozojmé se llogaritém shpejtésiné mesatare né intervale kohe gjithnjé e mé té shkurtra [2,a + h]. Me fjalé
té tjera & le t'i afrohet 0. Si né shembullin e topit té hedhur nga njé lartési, pércaktojmé shpejtésiné (ose shpejtésiné
e castit) v(a) né kohén t = a si limit i késaj shpejtésie mesatare:

fla+h) - fla)
h

Kjo do té thoté se shpejtésia né castin t = g, éshté e barabarté me koeficentin kéndor té tangentes né P. Tani qé dimé
se si llogariten limitet, le ta rishikojmé problemin e topit té hedhur nga njé lartési.

s _ fla+h) - f@

= I
0 = finy
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Shembull 3.23. Supozojmé se njé top hidhet nga njé kullé vrojtimi 450m e larté né drejtim té tokés.
(a) Cila éshté shpejtésia e topit pas 5 sekondash?
(b) Me cfaré shpejtésie e prek ai tokén?

Zgjidhje: Fillimisht pérdorim ekuacionin e 1évizjes s = f(t) = 4.9¢> pér té gjetur shpejtésiné v(a) pas a sekondash:

+h) - . 2 _ 4,942 9(a2 2 _ 2
o) = lim O S @ _ 49 HY — 490 | 49 + 2k + I — a?)
h—0 h 71—0 h o0 h
2
= lim M — lim4.9(2a + ]’l) —-98s
h—0 h h—0

(a) Shpejtésia pas 5 sekondash éshté v(5) = 9.8(5) = 49m/s.
(b) Megené qofté se kulla e vrojtimit éshté 450m e larté nga toka, topi do ta prek tokén né kohén t; kur s(t;) = 450,
gé do té thoté
498 = 450

450 450
2—— = — X Y.
f =g dhet w/49 9.65

Dhe késhtu gé shpejtésia e topit né gastin kur prek tokén do té jeté

Prej nga

450
=9. — =294 .
v(t1) = 9.8 19 94m/s

3.3.3 Té tjera raporte ndryshimi

Supozojmé se y éshté njé madhési e cila varet nga njé tjetér madhési x. Prandaj, y éshté funksion i x dhe ne
shkruajmeé y = f(x). Né qofté se x ndryshon nga x; né x, atéheré ndryshimi né x éshté

AX =Xy — X1

dhe ndryshimi korrespondues tek y éshté
Ay = f(x2) = f(x1)
Raporti
Ay _ fx) ~ fa)

AX X2 — X1

quhet raporti mesatar i ndryshimit té y né lidhje me x gjaté intervalit [x;, x,] dhe mund té interpretohet si koeficenti
kéndor i sekantes PQ né shembullin e mésipérm.

Pér analogji né lidhje me shpejtésing, e shqyrtojmé raportin mesatar té ndryshimit kundrejt intervaleve gjithnjé
e mé té vogla té x, duke afruar x; tek x;, duke béré késhtu qé Ax t'i afrohet 0. Limiti i kétij raporti mesatar té
ndryshimit quhet raport i castit i ndryshimit té y né lidhje me x né x = x;, dhe interpretohet si koefigcenti kéndor i
tangentes sé kurbés y = f(x) né pikén P(x1, f(x1)):

A —
ax—0 AX x0-ox Xp — X1

Té gjitha kéto raporte ndryshimi mund té interpretohen si koeficent kéndor té tangenteve. Kjo na jep njé kuptim
shtesé pér problemin e tangentes. Megjithése zgjidhim njé problem qgé pérfshin tangenten, nuk po zgjidhim thjesht
njé problem gjeometrik. Ne gjithashtu po zgjidhim njé varietet problemesh pérfshi kétu raportin e ndryshimit né
shkenca dhe inxhinjeri.
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Ushtrime:

1. Njé kurbé ka ekuacion y = f(x).

a) Shkruani njé shprehje pér koefigentin kéndor té sekantes
e cila kalon nga pikat P = (3, f(3)) dhe Q = (x, f(x)).

b) Shkruani njé ekuacion pér koefigentin kéndor i tangentes
né pikén P.

2. a) Gjeni koeficenin kéndor té tangentes ndaj parabolés
y = 4x — x2 né pikén (1,3).

b) Gjeni njé ekuacion pér tangenten e pikés a).

c) Ndértoni grafikun e parabolés dhe tangentes ndaj saj né
pikén (1, 3).

3. a) Gjeni koefigenin kéndor té tangentes ndaj kurbés y =
x — x> né pikén (1,0).

b) Gjeni njé ekuacion pér tangenten e pikés a).

c) Ndértoni grafikun e kurbés dhe tangentes ndaj saj né
pikén (1,0).

Gijeni njé ekuacion pér tangenten ndaj kurbés né pikén e
dhéné

4. .
x_
= 2
y x—2'(3')
5. ,
2x
y_x+1 ,(0,0)
6.

y= 2x% - 5x,(-1,3)

©Albanian Institute of Mathematics

y= \/;, (1/ 1)

8. a) Gjeni ekuacionin e tangentes ndaj kurbés y = 3+4x*-2x>
né pikén x = a
b) Gjeni ekuacionet e tangenteve né pikat (1,5) dhe (2,3).
c) Ndértoni grafikun e kurbés dhe tangentet né té njéjtin
sistem koordinativ.

9. (a) Gjeni ekuacionin e tangentes ndaj kurbés y = 1/ \x né
pikén ku x = a

(b) Gjeni ekuacionet e tangenteve né pikat (1,1) dhe
4,1/2).

(c) Ndértoni grafikun e kurbés dhe tangentet né té njéjtin
sistem koordinativ.

10. Zhvendosja (né metra) e njé grimce e cila léviz sipas njé
vije té drejté, jepet me ekuacionin e lévizjes s = 1/, ku t matet
me sekonda. Gjeni shpejtésiné e grimcés né ¢astett =a, t = 2,
dhet =3.

11. Zhvendosja (né metra) e njé grimce e cila léviz sipas njé
vije té drejté, jepet me ekuacionin e lévizjes s = t> — 8t + 18,
ku t matet me sekonda.

(a) Gjeni shpejtésiné mesatare té grimceés né secilin interval
kohe: [3,4], [3.5,4], [4,5], [4,4.5]

(b) Gjeni shpejtésiné e castit kur t = 4

(c) Ndértoni grafikun e s si funksion i t dhe vizatoni sekan-
tet koeficentét e té cilave jané shpejtésité mesatare té pikés (a),
si dhe grafikun e tangentes e koefigenti kéndor i sé cilés éshté
shpejtésia e ¢astit né pikén (b).
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3.4 Pérkufizimi i derivatit

Né seksionin e méparshém pércaktuam koefigentin kéndor té tangetes sé hequr ndaj njé kurbe me ekuacion
y = f(x) né pikén ku x = a si
+h) -
e i[O~ f@
h—0 h
Pameé gjithashtu se shpejtésia e njé objekti me funksion pozicion s = f(t) né kohén t = a éshté
_ . fla+h) - f@)
v(@) = lim I ‘
Neé fakt limiti i formés "
+ p—
i £@+ 1)~ f@)
h—0 h
pérdoret sa heré qé duam té llogarisim raportin e ndryshimit né ¢do fushé té shkencés apo inxhinjerisé, si¢ jané
raporti i reaksionit né kimi apo kostoja margiale né ekonomi. Megénése ky tip limiti haset shpesh, atij i éshté dhéné
njé emér dhe shénim i vecanté.

Pérkufizim 3.11. Derivat i njé funksioni f(x) né njé piké x = g, i shénuar me f’(a), quhet limiti
_fla+h) - f(@)
() = lim —~ />
f'(@) = lim h
né qofté se ky limit ekziston.

Né qofté se shkruajmé x = a + h, atéheré h = x — a dhe h i afrohet 0 atéheré dhe vetém atéheré kur x i afrohet a.
Prandaj njé ményré ekuivalente e pérkufizimit té derivatit, si¢ e pamé tek tangentja, éshté

oy S0 — fla)
f(ﬂ)—llm?

xX—a

Shembull 3.24. Gjeni derivatin e funksionit f(x) = x> — 8x + 9 tek numri a.

Zgjidhje: Nga pérkufizimi i derivatit kemi:

h) — 2 _ e
@ i f@M = f@ . [@+ 1)~ 8@ +h) +9] - [a* ~8a+9)]
h—0 h ho0 h
2 2 _ ) -
= lim © +2oh ) Z 8- 8h 9 +8a+9=hm2ah+h 8hzlim(2a+h—8)=2a—8
h—0 h m 7 lim

O

Né seksionin e méparshém pérkufizuam tangenten ndaj njé kurbe y = f(x) né pikén P(a, f(a)) si drejtéza qé kalon

nga pika P dhe ka si koefigent kéndor k. Megénése nga pérkufizimi i derivatit del se éshté i njéjté ma derivatin f’(a)
kemi

Lema 3.1. Drejtéza tangente ndaj y = f(x) né (a, f(a)) éshté drejtéza qé kalon nga (a, f(a)) me koefient kéndor té barabarté
me f'(a), pra derivatin e f(x) né a.

Né qofté se pérdorim ekuacionin e drejtézés atéheré ekuacioni i tangentes né pikén (g, f(a)) éshté
y=f@)=f'@)x-a)
Shembull 3.25. Gjeni ekuacionin e tangentes ndaj parabolés y = x> — 8x + 9 né pikén (3, —6).

Zgjidhje: Derivati i funksionit f(x) = x?—8x+9 né pikén a éshté f’(a) = 2a—8. Prandaj koeficenti kéndor i tangentes
né (3, -6) éshté f'(3) = 2(3) — 8 = —2. Prej nga ekuacioni i tangentes éshté

Y= (=6) = (=2)(x - 3)

ose
y=-2x

O
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Shembull 3.26. Le té jeté f(x) = 2*. Llogaritni f'(0).

Zgjidhje: Nga pérkufizimi kemi

s — e 10D = f(0)
Fo =g S

i 2L
- h—0 h

Megénése nuk jemi né gjendje ta njehsojmé saktésisht kété limit, pérdorim makinén llogaritése pér té pérafruar

vlerén e Zhh—_l Nga evidentimet numerike né tabelé shohim se kur # i afrohet 0, kéto vlera i afrohen numrit 0.69.

Prandaj vlerésimi yne éshté

f0)~

Pra, vlerésimi joné pér derivatin éshté f'(0) = 0.7.

Ushtrime:

1. (a) Gjeni njé ekuacion pér tangenten ndaj grafikut té funk-
sionit y = g(x) né x = 5 né qofté se g(5) = =3 dhe g’(5) = 4.

(b)NE qofté se tangentja ndaj grafikut té funksionit y =
f(x) né (4, 3) kalon nga pika (0,2) gjeni f(4) dhe f'(4).

2. Ndértoni grafikun e funksionit f(x) pér té cilin f(0) = 0,
f1(0)=3, f(1) = —1,dhe f'(2) = -1.

3. Ndeértoni grafikun e funksionit g(x) pér té cilin g(0) =
g'(0)=0,¢'(-1) =-1,dhe g'(1) = 3, dhe g’'(2) = 3.

4. Né qofté se f(x) = 3x> — 5x, gjeni f'(2) dhe pérdoreni pér
té gjetur ekuacionin e tangentes ndaj parabolés y = 3x* — 5x
né pikén (2,2).

5. Né qofté se g(x) = 1 —x3, gjeni g’ (0) dhe pérdoreni pér té
gjetur ekuacionin e tangentes ndaj kurbés y = 1 — x> né pikén
©,1).

6. (a) Né gofté se F(x) = 5x/(1+x?), gjeni F'(2) dhe pérdoreni
pér té gjetur ekuacionin e tangentes ndaj kurbés y = 5x/(1+x?)
né pikén (2,2).

(b) Llusrojeni pikén (a) duke ndértuar grafikun e kurbés
dhe tangenten ndaj saj né njé sistem koordinativ.

7. (a)NE gofté se G(x) = 4x* — x3, gjeni G'(a) dhe pérdoreni
pér té gjetur ekuacionet e tangenteve ndaj kurbés y = 4x* — x°
né pikat (2,8), dhe (3,9).

(b) Llustroni pikén (a) duke ndértuar grafikun e kurbés dhe
tangenten ndaj saj né njé sistem koordinativ.

Gijeni f'(a).
8. f(x) =3—2x+4x?

9. f(x) = 13

0.69.

10. f(t) = 2

t+5

11 f(x) = 2=

12, f(x) = V3x+1
13. f(t) = t* — 5t

Secili limit pérfagson derivatin e ndonjé funksioni f(x)
tek njé numér a. Vértetoni se cili éshté funksioni dhe
numri 2 né secilin rast.

14. limy, o &0

4
15. limy,_,o &H=2

2v-32
x=5

16. limx_>5

tanx—1
x-m/4

17. hmh_m/4

. h)+1

tt=2
-1

19. limt_)l

Njé grimcé léviz pérgjaté njé vije té drejté me ekuacion
levizjeje s = f(t), ku s matet me metra dhe ¢ me sekonda.
Gjeni Shpejtésiné kur t = 5 dhe f(t) jepet si me poshté:

20.
f(#) =100 + 50t — 4.9£

21.
fy=t"-t

3.5 Interpretimi i derivatit si njé raport ndryshimi

Né seksionin e méparshém pérkufizuam raportin e ndryshimit té gastit té y = f(x) né lidhje me x né x = x; si
limit i shkallés mesatare té ndryshimit kundrejt intervaleve gjithnjé e mé té vogla. Né qofté se intervali éshté [x1, x2],
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atéheré ndryshimi né x éshté Ax = x; — x1, dhe ndryshimi korrespondues né y éshté

Ay = f(x2) = f(x1)

dhe

raporti i ndryshimit = lim
P Y Ax—0 AX

oy _ L f) - )

X2—X1 X2 — X1

Nga pérkufizimi ekuivalent i derivatit ne themi se ky limit éshté derivati i f(x) né x;, domethéné f’(x;) Kjo na jep

njé interpretim té dyté té derivatit:

Lema 3.2. Derivati f’(a) éshté raporti i ndryshimit i castit pér y = f(x) né lidhje me x kur x = a.

Lidhja me interpretimin e paré éshté se né qofté se skicojmé grafikun e kurbés y = f(x), atéheré raporti i
ndryshimit té castit éshté koeficenti kéndor i tangentes ndaj késaj kurbe né pikén ku x = a. Kjo do té thoté se kur
derivati éshté shumé i madh, vlerat e ¥ ndryshojné shumé shpejt. Kur derivati éshté shume i vogél, atéheré kurba
éshté relativisht e sheshté dhe vlerat e y ndryshojné shumé ngadalé.

Shembull 3.27. Pozicioni i njé grimce jepet me ekuacionin e lévizjes s(t) = f(t) = 1/(1 + t) ku t matet me sekonda dhe s me

metra. Gjeni shpejtésiné pas dy sekondash.

Zgjidhje: Derivatii f(x) kur t = 2 éshté

f2) =lim

fe+hm -1

1 _ 1
. 1+(2+h) 1+2
=lim ——

h h—0 h
1 1 3=(+h)
=lim 3h 3 _ lim 3E+h)
h—0 -0 h
_ -h T -1 -1
T 3@ 1k 03B +h) 9

Prandaj shpejtésia pas dy sekondash éshté f'(2) = —1/9m/s.

Ushtrime:

1. (a) Gjeni njé ekuacion pér tangenten ndaj grafikut té¢ funk-
sionit y = g(x) né x = 5 né qofté se g(5) = -3 dhe g’(5) = 4.

(b)NE qofté se tangentja ndaj grafikut té funksionit y =
f(x) né (4, 3) kalon nga pika (0, 2) gjeni f(4) dhe f'(4).

2. Ndértoni grafikun e funksionit f(x) pér té cilin f(0) =0,
f/(0)=3, f'(1) = =1, dhe f'(2) = -1.

3. Ndértoni grafikun e funksionit g(x) pér té cilin g(0) =
g'(0)=0,¢'(-1)=-1,dhe g'(1) = 3, dhe g’'(2) = 3.

4. Né qofté se f(x) = 3x% — 5x, gjeni f'(2) dhe pérdoreni pér
té gjetur ekuacionin e tangentes ndaj parabolés y = 3x* — 5x
né pikén (2,2).

5. Né qgofté se g(x) = 1 — x3, gjeni g’ (0) dhe pérdoreni pér té
gjetur ekuacionin e tangentes ndaj kurbés y = 1 — x> né pikén
0,1).

6. (a)NE qofté se F(x) = 5x/(1+ x?), gjeni F'(2) dhe pérdoreni

pér té gjetur ekuacionin e tangentes ndaj kurbés y = 5x/(1+x?)
né pikén (2, 2).

92

(b) Ilustrojeni pikén (a) duke ndértuar grafikun e kurbés
dhe tangenten ndaj saj né njé sistem koordinativ.

7. (a)Né qofté se G(x) = 4x* — x3, gjeni G'(a) dhe pérdoreni
pér té gjetur ekuacionet e tangenteve ndaj kurbés y = 4x* — x3
né pikat (2,8), dhe (3,9).

(b) Ilusrojeni pikén (a) duke ndértuar grafikun e kurbés
dhe tangenten ndaj saj né njé sistem koordinativ.

8. Gjeni f'(a).
f(x) =3 —2x + 4x?

_ 22—
9. f(¥) =3

10. f(t) = %2

1. f(x)= =

x+1

12, f(x) = V3x+1

13. f(t) =t* -5t
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14. Secili limit pérfagson derivatin e ndonjé funksioni f(x) tek
njé numér a. Veértetoni se cili éshté funksioni dhe numri a né
secilin rast.

. 1+h)10-1
limy, o (+

4
15. limy,_,o &2

2¥-32
x=5

16. limx_,5

tanx—1

17. vor/d

limy, /4

cos(m+h)+1
h
2

18. hmh_>0

tt—
-1

19. limt_,l

20. Njé grimcé léviz pérgjaté njé vije t¢ drejté me ekuacion
levizjeje s = f(t), ku s matet me metra dhe t me sekonda. Gjeni
shpejtésiné kur t = 5 dhe

i) f(t) = 100 + 50t — 4.9t>

i) f() =t — ¢

21. Tabela e méposhtme tregon pérgindjen e llogaritur P t¢
popullatés sé Europés qé pérdor celularé.(Llogairtjet jané béré

né mes viti.)
Viti | 1998 | 1999
P 28 39

2000 | 2001 | 2002 | 2003
55 68 77 83

(a) Gjeni raportin mesatar t€ rritjes sé numrit té celu-
laréve:nga 1999 — 2000, nga 2000 — 2001, nga 2000 — 2002.
(b) Llogarisni rritjen né vitin 2000.

22. Kostoja e prodhimit té x njésive té njé té mire té caktuar
éshté C(x) = 5000 + 10x + 0.05x2.

3.6 Derivati si njé funksion

(a) Gjeni raportin mesatar té ndryshimit té C né lidhje me
xkur niveli i prodhimit ndryshon: nga x = 100 né x = 105
dhe nga x = 100 né x = 101

(b) Gjeni raportin e ndryshimit té castit té C né lidhje me
x, kur x = 100.(Kjo quhet kostoja marxhinale)

23. Numvri i bakterieve pas t orésh né njé eksperiment labora-
torik té kontroluar éshté n = f(f).

(a) Cili éshté kuptimi i derivatit f'(5)? Cila éshté njésia e
tij?

(b) Supozojmé se ka njé sasi té pakufizuar té hapésirés dhe
ushqimit pér bakteriet. Cili mendoni se éshté mé i madh f’(5)
apo f'(10)? po ge se ushqimi éshté i kufizuar a do ndikoje kjo
né konluzionin tuaj? Shpjegojeni.

24. Le té jete T(t) temperatura (né °C) né njé qytet té caktuar
pas mesnate. Tabela tregon vlerat e kétij funksioni té regjistru-
ara ¢do dy oré. Cili éshté kuptimi i T'(10)? Llogariteni kété
vleré.

t1 0|2 4|6 |8 |10|12]| 14

T30 (30|28 |27 |29]|35]|37] 38
25. Pércaktoni se kur ekziston f'(0).
xsin né qoftése x # 0
f) = !
0 né qofté se x =0
26.
x’sin~ néqoftése x #0
f) = 1
0 né qofté se x =0

Né seksionin e méparshém shqyrtuam derivatin e njé funksioni f(x) tek njé piké e caktuar a:

f @ =lim

fla+h) - fa)

- (3.1)

Neé kété paragraf do té ndryshojmé kéndvéshtrimin toné. Le té jeté a njé piké e c¢farédoshme. Né qofté se e
zévendésojmé a me ndryshoren x, né ekuacionin e mésipérm pérftojmeé

fx) =1

h—0

IEURI(U

(3.2)

Pér ¢do vleré té dhéné té x pér té cilén ekziston ky limit, ne i vemé né korrespondencé x numrin f’(x). Pra, mund
ta shikojmé f” si funksion, t€ quajtur derivatii f(x) dhe té pérkufizuar né bazé té Ekuacionit (??). Dimé se vlera e
f’ né x, f'(x) mund té interpretohet gjeometrikisht si koeficenti kéndor i tangentes ndaj grafikut té f(x) né pikén

(x, £(x))-

Funksioni f’ quhet derivatii f(x) sepse ka "derivuar'nga f(x) népérmjet progesit té limitit né Ek (??). Bashkésia
e pérkufizimit té f’, éshté bashkeésia x|f’(x)ekziston dhe mund té jeté mé e vogél se veté bashkésia e pérkufizimit té

f).

Shembull 3.28. (a) Né qofté se f(x) = x> — x, gjeni njé formulé pér f'(x).

(b) Ilustrojeni duke paragitur grafikét e f(x) dhe f'.
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Zgjidhje: (a) Kur pérdorim Ekuacionin (??) pér té llogaritur derivatin, ne duhet té kujtojmé se ndryshorja éshté h
dhe se x pér momentin shihet si njé konstante kur llogaritet limiti.

yon v S+ h) = f(x)

o=

. (x+h)B3—(x+h)-x-x)
h—0 h

:hmx3+3x2h+3xh2+h3—x—h—x3+x (3.3)
h—0 h

— im 3x2h +3xh2 + W2 —h

_h—>0 h

= %in&(i%xz +3xh+h—-1)=3x* -1

(b) Vérejmé se f’(x) = 0 kur f(x) ka tangente horizontale dhe f’(x) éshté pozitiv kur tangentet ndaj grafikut té
f(x) kané koefigent kéndor pozitiv.

O
Shembull 3.29. Gjeni derivatin f'(x) kur
_1-x
f = 2+x
Zgjidhje: Nga pérkufizimi kemi
) . fle+h) - f(x)
fe)=lim = ——
1-(x+h)  1-x
_ 2+(x+h) 2+x
B h—0 h
_ lim AI-x-R+x)—-1-x)2+x+h)
h—0 h(2+x+h)(2 +x)
— tim R-x—-2h—x*>—=xh)—(2—-x+h—x*—xh)
h—0 h2+x+h)(2 + x)
=lim —Sh
h—0 h(2 + x + h)(2 + x)
= lim =3 = -3
=0 2+x+h)Q2+x) (2+x)?
O

3.6.1 Meényra té tjera pér shénimin e derivatit

Né qofté se pérdorim shénimin tradicional té y = f(x) pér té treguar se ndryshorja e pavarur éshté x dhe
ndryshorja i varur éshté vy, atéheré disa shénime alternative té pérbashkéta pér derivatin jané si mé poshté:

d d
Fe=y == - L~ Dfw = Dopiy

Simbolet D dhe d/dx quhen operatoré diferencialé sepse ata tregojné veprimin e diferencimit, i cili éshté procesi
illogaritjes sé derivatit.

Simboli dy/dx, i cili éshté pérkufizuar nga Lajbnici, nuk duhet paré si raport; ai éshté thjesht njé sinonim pér
f(x). Megjithaté mjaft i pérdorshém éshté shénimi i méposhtém:

d
y—limﬂ

dx T Ar—0 AX
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Né qofté se ne duam té tregojmé vlerén e derivatit dy/dx sipas Lajbinicit né njé numér plotésisht té pércaktuar

a, pérdorim shénimin
dy
dx

ose
dy
dx

xX=a

gé éshté sinonim i f'(a).

Pérkufizim 3.12. Njé funksion f(x) quhet i diferencueshém né a né qofté se f’(a) ekziston. Ai quhet i diferen-
cueshém né njé interval té hapur (4, b) né qofté se ai éshté i diferencueshém né ¢do piké té atij intervali.

Shembull 3.30. Ku éshté i diferencueshém funksioni f(x) = |x|?

Zgjidhje: Né qofté se x > 0, atéheré |x| = x dhe ne mund té zgjedhim / aq té vogél saqé x + 11 > 0 dhe prej kétej
|x + h| = x + h. Pra, pér x > 0 ne kemi

i RHB=R . @t -x ko
fe) =lim = —— = im = —— =lim; =lim1 =1
Késhtu gé f(x) éshté i diferencueshém pér x > 0.
Né ményré té ngjashme, pér x < 0 ne kemi |x| = —x dhe & mund ta zgjedhim aq té vogél sa x + h < 0 dhe
|x + h| = —(x + h). Prej nga, pér x <0,

xR = () - (=x) . —h B
0 =ty P iy S i ey <
Pra, f(x) éshté i diferencueshém pér ¢do x < 0.
Pér x = 0 na duhet té studiojmé

0+h)-f(O -
£0) :iii’%f( ;)Z f©) _ lim |0+%2 0]
(né gofté se ky limit ekziston).
Le té llogarisim limitet e njéanshme,
Jug B0 i = iy - i -1
dhe R0l h
R S A

Megénése kéto limite jané té ndryshém, f’(0) nuk ekziston. Prandaj, f(x) éshté i diferencueshém pér té gjitha x
me pérjashtim té x = 0. Njé formulé pér f’(x) jepet nga

né goftése x>0

1
ro={1,

né qofté se  x <0

Fakti gé f'(0) nuk ekziston pasqyrohet gjeometrikisht me faktin se kurba y = |x| nuk ka tangente né pikén (0, 0).
Teorema 3.8. N¢ qofté se f(x) éshté i diferencueshém né a, atéheré ai éshté i vazhdueshém né a.

Vértetim: Pér té treguar se f(x) éshté i vazhdueshém né g, duhet té tregojmé se lim,_,, f(x) = f(a). Pér kété mjafton
té tregojmé se diferenca f(x) — f(a) shkon né zero. Na éshté dhéné se f(x) éshté i diferencueshém né g, pra

f/(a) — }Cll)l;lf(xi:a(a)
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ekziston.
Shprehjen f(x) — f(a) e shumézojmé dhe e pjestojmé me (x — a) [me kushtingé x #a |:

£ - f()_f(x) f() —a)

Prandaj, duke pérdorur rregullin e prodhimit, mund té shkruajmé

f() f()

lim[f(x) - f(a)] = (x—a)
lim f( ) f(fl) O i —a)
= f'(a)- O = 0

Prejnga
lim £(x) = lim[ f(a) + (f(x) - f(@)]
= lim () + lim + lim( () - f(@)]
= f@)+0= f()

Késhtu gé f(x) éshté i vazhdueshém né a.
O

Vérejtje 3.1. E anasjellta e Teoremés nuk éshté e vérteté; domethéné ka funksione qé jané t¢ vazhdueshém por jo té diferen-
cueshém. Pér shembull, funksioni f(x) = |x| éshté i vazhdueshém né 0 sepse

lim £(x) = lim | = 0 = f(0).

Por ne dimé se f(x) nuk éshté i diferencueshém né 0.

Teorema ?? na jep njé ményré tjetér pér té théné se funksioni nuk ka derivat. Ajo thoté se po ge se funksioni nuk
éshté i vazhdueshém né a, atéheré nuk éshté as i diferencueshém né a. Pra, ¢do jo-vazhdueshméri e f(x) tregon se
ai nuk éshté as i diferencueshém.

Njé mundési e treté, éshté se kur njé kurbé ka tangente vertikale kur x = 4, pra f(x) éshté i vazhdueshém né a
dhe

lim |f"(x)| = oo

X—a

Ushtrime:

1. Gjeni derivatet e funksioneve duke u nisur nga pérkufizimi 8. f(x) = 13+3xx
i derivatit. Pércaktoni bashkésiné e pérkufizimit té funksionit

dhe té derivatit, 9. fit)= m
11 10. 9= %
f=3x-3. i
11. f(x)=x
2. =mx+b
fw) = mx 12. (a) Ndértoni garfikun e f(x) = V6 — x duke filluar nga
3. f(t) =5t—9¢ grafikuiy = ~x dhe duke pérdorur transformimet e funksoin-
eve.
4. f()=x>-3x+5 (b) Pérdorni grafikun e pikés (a)pér té skicuar grafikun e

’

o

— 1512 _
fl) =157 —x+37 (c) Pérdorni pérkufizimin e derivatit pér té gjetur f’(x).

6. f(x) =x+ Vx Cilat jané bashkésité e pérkufizimit té f(x) dhe f'?
(d) Pérdorni njé makiné llogaritése garfike pér té skicuar
7. f(x)= V1 +2x grafikun dhe krahasojeni até me grafikun e pikés (b).
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13. (a) Né qofté se f(x) = x* + 2x, gjeni f'(x).
(b) Pérpiquni té shihni né qofté se pérgjigjja juaj éshté e
arsyeshme duke krahasuar grafikét e f(x) dhe f'.

14. (a) Né qofté se f(t) = t* — Vt, gjeni f'(t).
(b) Pérpiquni té shihni né qofté se pérgjigjja juaj éshté e
arsyeshme duke krahasuar grafikét e f(x) dhe f'.

15. Né qofté se f(x) = 2x> — x3, gjeni f'(x), f”(x), f"(x),
dhe f®(x). Ndértoni garfikét e tyre né njé sistem koordinativ
te perbashket pér té paré né qofte se pérgjigjet tuaja pérputhen
me interpretimin gjeometrik té kétyre derivateve.
16. Le té jeté f(x) = Vx.

(a) Né qofté se a # 0, gjeni f'(a).

(b) Vértetoni se f(0) nuk ekziston.

(c) Vértetoni se y = /x ka njé tangente vertikale né (0, 0).

17. Le t jeté g(x) = x*/3.

(a) Vertetoni se g’ (0) nuk ekziston.

(b) Né qofté se a # 0, gjeni g’'(a).

(c) Vértetoni se y = x*/3 ka njé tangente vertikale né (0, 0).
18. Vértetoni se funksioni f(x) = |x — 6| nuk éshté i de-
rivueshém né x = 6. Gjeni njé formulé pér f’ dhe skiconi
grafikun e tij.
19. Ndértoni grafikun e funksionit f(x) = x|x|.

(a) Pér cfaré vlerash té x f(x) éshté i derivueshém?

(b) Gjeni njé formulé pér f’ dhe skiconi grafikun e tij.

©Albanian Institute of Mathematics

20. Derivatet e majta dhe té djathta té f(x) pércaktohen nga

barazimet L
dhe L
@ = jim 10210

kur ata ekzistojné. Atéheré, f' ekziston atéheré dhe vetém
atéheré kur kéto derivate té njéanshém ekzistojné dhe jané té
barabarte.

(a)Gjeni f|(4) dhe f’(4) pér funksionin

x<0

né qoftése 0 <x <4

0 né qofte se

fy=1>"7%

x>4

5_
(b) Ndértoni grafikun e f(x).

(c) Ku nuk éshté f(x) i vazhdueshem?
(d) Ku nuk éshté f(x) i derivueshém?

né qofte se

21. Kujtojmé se njé funksion f(x) quhet ¢ift né qofté se
f(=x) = f(x) pér té gjitha x nga bashkésia e veté e pérku-
fizimit, dhe quhet tek kur f(—x) = —f(x) pér té gjitha x nga
bashkésia e veté e perkufizimit. Veértetoni se:

(a) Derivati i njé funksioni ¢ift éshté funksion tek.

(b) Derivati i njé funksioni tek éshté funksion cift.
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Kapitulli 4

Rregullat e derivimit

Nga matja e koeficentéve kéndoré né pikat e kurbés sé sinusit, pérfto-
jmé njé pamje vizuale té qarté se derivati i funksionit sinus éshté funksioni
kosinus. Kemi paré se si interpretohet derivati si koefigent kéndor i tan-
gentes dhe si shkallé e ndryshimit, si llogaritet derivati i njé funksioni
té dhéné né trajté tabelare, ose si té ndértojmé grafikun e derivatit té
funksionit té paraqgitur grafikisht. Deri tani kemi pérdorur pérkufizimin
e derivatit pér té llogaritur derivatet e funksioneve té paraqitur né tra-
jté algjebrike, por jo-gjithmoné éshté shumé e pérshtatshme té pérdoret
pérkufizimi pér té llogaritur derivatin. Né kété kapitull do té zhvillojmé
rregulla pér té llogaritur derivatin pa pasur nevojén e pérdorimit direkt
té derivatit. Kéto rregulla ne lejojné té llogarisim mé lehté derivatet e
polinomeve, funksioneve racionale, funksioneve algjebrike, eksponen-
ciale dhe logaritmike, funksioneve trigonometrike dhe arkfunksioneve.
E mé pas i pérdorim kéto rregulla pér té zgjidhur problemet qé pérfshijné
raportet e ndryshimit dhe funksionet pérafruese.

Figura 4.1: Jean le Rond d’Alembert

4.1 Derivatet e funksioneve elementare (1717-1783)

Neé kété seksion do t&€ mésojmé se si té derivojmé funksionet konstanté,
funksionet fuqi, polinomet, dhe funksionet eksponenciale.

Le té fillojmé me funksionin mé té thjeshté, funksionin konstant f(x) = c. Grafiku i kétij funksioni éshté drejtéza
horizontale y = ¢, e cila ka koeficentin kéndor té barabarté me 0. Prandaj, duhet té kemi f’(x) = 0. Duke u nisur
nga pérkufizimi, vértetimi éshté i thjeshté:

=1im < = 1im0 =0
h—0 h h—0

fle+h) - f(x)
h

o=l

Sipas Lajbnicit e shkruajmé kété rregull si vijon:

Derivati i funksionit konstant éshté

Shembull 4.1. Njé objekt léviz me shpejtési konstante v(t) = 55 km/h. Sa éshté nxitimi i kétij objekti?

Nxitimi éshté rapoti i ndryshimit te shpejtésisé mbi ndryshimin e kohés. Pra, éshté derivati i shpejtésisé. Késhtu qé nxitimi
i ketij objekti éshté 0. ]
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4.1.1 Funksionet fuqi

Tani le té shohim funksionet f(x) = x", ku n éshté numér natyror. Né qofté se n = 1, grafiku i f(x) = x éshté
drejtéza y = x, e cila ka koeficent kéndor té barabarté me 1. Pra,

d
E(X) - 1/

e cila verifikohet lehté duke u nisur nga pérkufizimi i derivatit.
Tashmé kemi paré rastet kur n = 2 dhe n = 3. Né fakt kemi gjetur se

d o _ A 3 _ a2
dx(x ) = 2x dhe dx(x ) = 3x°.

Pér n = 4 e gjejmé derivatin e f(x) = x* si mé poshté

pon e )= f) . (x+h)t -t
f) = lim I e —
_ im x* 4+ 4x3h + 6x2h2 + 4xhP + bt — x*
T h50 h 4.1)
_ tim 453N + 6x2h% + 4xh® + WA
T hs0 h

= 1hin%(4x3 + 6x%h + 4xh? + 1) = 448
Pra, 4 (x*) = 42°.

Duke krahasuar rastet n = 1, 2, 3 shohim se kané njé cilési té pérbashkét. Duket e arsyeshme té mendosh se kur
n éshté njé numér natyror,

—x" = nx" L

dx
Del se kjo éshté e vérteté. Mund ta vértetojmé até né dy ményra, ményra e dyté pérdor Teoremén binomiale.

Rregull: (Rregulliifuqis€). Né qofté se n éshté njé numér natyror, atéheré

—x" = px"!

Vértetim: Sé pari, formula
X' —a" = (x—a) X"+ " a4 4+ xd" T+ a Y

mund té verifikohet lehté duke béré veprimet né té djathté.
Né qofté se f(x) = x", mund té pérdorim trajtén e dyté t& pérkufizimit té derivatit pér f’(a) dhe ekuacionin e
mésipérm pér té shkruar

f’(ﬂ):hmf(x)_f(a) :hmx —a
x—a X—a x—=a X —0a
. B n—1 n-2 n-2 n-1
—}gr[}(x +x" a4+ +xa"+a") (4.2)
="' +a" 20+ +ad" %+ 0"
= na"™!
Ményra e dyté:
von o S+ = f(x) . (x+ k)" —x"
f@) = fim = = lim———
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Né gjetien e derivatit t& x* na u desh té zbérthenim (x + h)*. Kétu na duhet té zbérthejmé (x + h)" dhe pérdorim
Teoremén binomiale. Pra,

[x” +nx"" 1+ @x”‘zﬁ + o x4 h"] —x"

4 — 1'
f'(0) = lim p
nx"™ 1 + —”(”271) A 4 4 nx T+
= jim 7 43)
-1
=lim [nx”‘1 + Mx"_Zh F o+ nxh"? + h”‘l}
h—0 2
— nxn—l

sepse ¢do term me pérjashtim té té parit ka & si faktor dhe késhtu shkon né zero.

Le té ilustrojmé rregullin fugi me disa shembu;:

Shembull 4.2. Pohimet e méposhtme jané té vérteta:
(a) Né gofté se f(x) = x° atéheré f'(x) = 6x°.
(b) Né qofté se y = x1%% atgheré y' = 1000x°.
(c) NE qofté se y = t* atéhere % = 4f3,

(d) L(%) = 32

Lind pyetja se ¢'ndodh pér funksionet fuqi me eksponent negativ. Vértetohet nga pérkufizimi i derivatit se
4 (1) -1
de\x) 22

% (x‘l) =(-1)-x72

dhe né kété ményré rregulli fuqi éshté i vérteté kur n = —1. Né fakt do té tregojmé se kjo vlen pér té gjithé numrat
negativé. Po kur eksponenti éshté racional? Né njé nga shembujt pamé se

Kété ekuacion mund ta rishkruajmeé

1

d
Eﬁ_z

B

i cili mund té shkruhet si p
g a2y _

)

Kjo tregon se rregulli fuqi mbetet i vérteté edhe kur n =

numrat realé.

12

Ni= N =

. Né fakt, do tregojmé se éshté i vérteté pér té gjithé

Rregull: (Rregulli fuqi). N& qofté se r éshté numér real atéheré

i () =r-x1

dx

Shembull 4.3. Derivoni funksionet e méposhtme
(@) f(x) = &
b) y = Va2
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Zgjidhje: Né secilin rast e rishkruajmé funksionin si fuqi e x.
(a) Meqgé f(x) = x~2 pérdorim rregullin ?? pér n = —2:
f(x) = i(x‘z) == ¥ =2
dx
(b) Né kété rast kemi

d d /s d /2 2 2 2 1
) ) B 2

Shembull 4.4. Gjeni ekuacionin e tangentes sé hequr ndaj grafikut té funksionit y = x v/x né pikén (1, 1).
Zgjidhje: Derivatii f(x) = x Vx = x - x!/2 = x*/2 éshté

3 3 3
4 = — (3/2)-1 = — 1/2 = —
f'(x) 5% 5% 5 V.

Prandaj koefigenti kéndor i tangentes né pikén (1, 1) éshté f'(1) = % Prej nga ekuacioni i tangentes éshté
y=1=20-1)

osey =3x-1.
O
Kur funksione té reja pérftohen prej funksioneve té vietér népérmjet mbledhjes, zbritjes, apo shumézimit me
njé konstante, derivatet e tyre mund té llogariten né termat e derivateve té funksioneve té vjetér. Né vecanti

formula e méposhtme thoté se derivati i njé funksioni shumézuar me njé konstante, éshté i barabarté me konstanten
shumézuar me derivatin e veté funksionit.

4.1.2 Rregulli i shumézimit me njé konsante

Né qofté se c éshté njé konstante dhe f(x) njé funksion i diferencueshém atéheré
d d
e el = )
Vértetim: Le té jeté g(x) = c- f(x). Atéheré

g/ = lim gx+h) —g(x)

h
. cf(x+h)—cf(x)
= llm _—
h—0 h

D=1

-

f+h) - f(x)

h—0 h

o
Rregulli né vazhdim na tregon se derivati i shumés sé dy funksioneve éshté sa shuma e derivateteve té atyre
funksioneve.

Rregull: (Rregulli i shumés). Né qofté se f(x) dhe g(x) jané té dy té diferencueshém atéheré

d d d
o [f(x) + g()] = Ef(x) + 780
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Vértetim: Le té jeté F(x) = f(x) + g(x). Atéherg,

F(x) = },E% F(x +h) - F(x)

h
1 [fCx+h) + glx+h)] = [f(x) + g(x)]
= h
f(x+h) f(x) N g(x+h)—g(x)]

h—>0 h
_hnﬂx+m—fa>+mnax+m—gw>

h—0 h h—0 h
= f'(x)+¢'(x)

o
Rregulli i shumés mund té pérgjithésohet pér mé shumé se dy funksione. Pér shembull, duke pérdorur kété
rregull dy heré marrim

(f+g+h) =[(f+Q+h =(f+Q) +HW =f+g +I

Duke shkruar f — gsi f +(—1)g dhe duke zbatuar rregullin e shumés dhe té€ shumézimit me njé konstante, pérftojmé
formulén né vazhdim.

Rregull: (Rregulli i diferencés). Né qofté se f(x) dhe g(x) jané té dy funksione té diferencueshém, atéheré

L1 - 8091 = 1)~ S50

Rregulli i shumézimit me konstante, rregulli i shumés, dhe rregulli i diferencés mund té kombinohen me
rregullin fuqi pér té derivuar ¢do polinom, si né shembujt né vazhdim.

Shembull 4.5. Gjeni derivatin e funksionit

Fx) =8 +12x° — 4ot + 102 — 6x + 5

Zgjidhje:

i(x8+12x5—4x4+10x3—6x+5)=%(x)+12d(5) 4 (x +10

z 465+ )

dx
= 827 + 12(5x%) — 4(42°) + 10(3x2) —6(1)+0 (4.4)
= 8x7 + 60x* — 16x° + 30x* - 6

O
Shembull 4.6. Gjeni njé piké né kurbén y = x* — 6x* + 4 ku tangentja éshté horizontale.
Zgjidhje: Tangentet horizontale ndodhin aty ku derivati béhet zero. Kemi
dy d 4, d, , d
Yo Ty —e— 4
dx dx(x ) 6dx(x ) dx( ) (4.5)

=4x3 - 12x + 0 = 4x(x? - 3)

Prejnga, d = 0 né qofté se x = 0 ose x> — 3 = 0, domethéné x = + V3. Pra, kurba e dhéné ka tangente horizontale

kur x = 0, V3 dhe — V3. Pikat korresponduese jané (0, 4), (\/_ 3,-5), dhe (- V3, -5).
O

Ushtrime:
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Derivoni funksionin

1. f(x) =324,5

2. f()=2-3t

3. f(x)=x>—4x+8
4. f(x)= 25

5. f(x) = 3

6. f(x) =3x8 —5x° +x
7. f(x) = 1((x* + 16))
8. f(x) =(x—-2)2x+6)
9. f(x)=x35

10. f(x) =cx7®

11. f(x) = Vx

12, f) = VE-
13. f(x) = Vx(x - 1)

14. f(x) = =4

15. f(x) =ax* +bx+c

16. f(x) = (%x)5

17. f(x) = a8

18. f(x) = V3x® + V3x
19. f(x) = (x+x71)3
20. f(x) = {x+9Vy7

21. f(x) =4 +Bx®

2. ) = (Vi + %)
23. f(x) = 4r?
24. f(x) =cx™’

Gijeni njé ekuacion té tangentes ndaj kurbés né pikén e
dhéné

25.
y=Vx, né (1,1).
26.
y=x*+3x*—x, né (1,3).

27. Gjeni njé ekuacion té tangentes ndaj kurbés né pikén e
dhené. llustrojeni duke ndértuar grafikun e kurbés dhe tan-
genten né té njéjtin sistem koordinativ.

Y= 3x% — &3, (1,2).
28. x — Vx, (1,0)
Gjeni f’(x). Krahasoni grafikét e f(x) dhe f”.

29.
flx) = 3x° — 14x° + 25x

30. f(x) =3x2-5x2+5

104

31. f(x)=x+1

32. Ekuacioni i lévizjes sé njé grimce éshté s = £ — 3t, ku s
matet né metra dhe t né sekonda. Gjeni

(a) Shpejtésiné dhe nxitimin né varési té t,

(b) Nxitimin pas 2s

(c) Nxitimin kur shpejtésia éshté 0.

ku s matet né metra dhe t né sekonda. Gjeni

(a) Shpejtésiné dhe nxitimin né varési té t,

(b) Nxitimin pas 1s, dhe

(c) Ndértoni grafikun e funksioneve pozicion, shpejtési dhe
nxitim né té njéjtin sistem koordinativ.

34. Gjeni pikat e kurbés y = 2x% + 3x* — 12x + 1 ku tangentja
éshteé horizontale

35. Pér cfaré vlerash té x kurba y = x> +3x% +x+3 ka tangente
horizontale?

36. Vértetoni se kurba y = 6x° + 5x — 3 nuk ka tangente me
koefigent kéndor 4.

37. Gjeni njé ekuacion pér tangenten ndaj kurbés y = x \/x,
qé éshteé paralel me drejtézén y = 1 + 3x.

38. Pérdorni pérkufizimin e derivatit pér té trequar se kur
f(x) =1/x, atéheré f'(x) = —1/x2

39. Gjeni njé funksion kubik y = ax® + bx* + cx + d, grafiku i
té cilit ka tangente horizontale né pikat (-2, 6) dhe (2,0).

40. Le té jeté
2-x

¥ —2x+2 néqoftése x> 1

né qofté se x <1

£ = {

A éshté f(x) i derivueshém né 1? Ndértoni grafikét e f(x) dhe
f

41. Né cilat numra funksioni g(x) éshté i derivueshém?

1-2x néqofté se x< -1
g(x) =4 % négoftése -1<x<1
x né qofte se x>1

Jepni njé formulé pér g dhe skiconi grafikun e g(x) dhe té g'.
42. Ku funksioni f(x) = |x — 1| + |x + 2| éshté i derivueshém?
Jepni njé formulé pér f' dhe skiconi grafikun e f(x) dhe f'.
43. Gjeni parabolén me ekuacion y = ax* + bx + ¢ tangetja
ndaj grafikut té sé cilés né pikén (1,1) ka ekuacion y = 3x — 2.
44. Peér cfaré vlerash té a dhe b drejtéza 2x + y = b éshté
tangente me parabolén y = ax kur x = 2.

45. Le té jeté

x? né qofté se x <2

f) = {

Gjeni vlerat e m dhe n pér té cilat funksioni éshté i derivueshém
kudo.

mx+mn néqoftése x>2
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4.2 Funksionet eksponenciale

Le té pérpigemi té llogarisim derivatin e funksionit eksponencial

f)=a*
duke pérdorur pérkufizimin e derivatit:
+h) - x+h _ x
£/(x) = lim fle+h) - f) _ lim X~ %
h—0 h—0
= lim —axah -7 lim —ax(ah —1
B h—0 h B h—0 h

Faktori a* nuk varet nga h prandaj mund ta nxjerrim nga shenja e limitit:

ah -1
’ — x1~
£ =i =

Vémé re se vlera e limitit éshté derivatii f(x) né 0 pra
h
a' -1
lim =f'(0
h1—>0 h f ( )

Késhtu gé treguam se po ge se funksioni eksponencial f(x) = a* éshté i diferencueshém né 0 atéheré ai éshté kudo i
diferencueshém dhe

f'(x) = f(0)a* (4.6)
Ky ekuacion thoté se raporti i ndryshimit té ¢do funksioni eksponencial éshté né pérpjestim té drejté me veté
funksionin. Evidentimi numerik pér ekzistencén e f'(0) jepet né tabelé pér rasteta = 2 dhea = 3.

h 2/1_1 3h_1

0.1 0.7hl77 1.1h612
0.01 | 0.6956 | 1.1047
0.001 | 0.6934 | 1.0992
0.0001 | 0.6932 | 1.0987

Tabela 4.1: Shkalla e ndryshimit té funksionit eksponencial

Duket se limiti ekziston dhe
h

h
I

~ 0.69

sra=2 £(0) =1
pera=2, f'(0) lim

~ 1.10

péra=3, f'(0) = }irr(;

Né fakt do té tregojmé né Kap. ?? se kéto limite ekzistojné dhe me saktési deri né 6 shifra pas presjes vlerat jané
%(2")|x:0 ~ 0.693147 %(Cﬁx)Lc=0 ~ 1.098612. Prandaj nga Ekuacioni (??) kemi

d X\ o X i X\ X
(2~ (0:69)2', —-(3) ~ (1103 (4.7)

Nga té gjitha rastet e mundshme pér bazén a né Ekuacionin (??) formula mé e thjeshté e derivimit ndodh kur
f'(0) = 1. Duke paré vlerésimet e f’(0) pér a = 2 dhe a = 3 duket me vend qé té keté njé numér a midis 2 dhe 3 pér
té cilin f'(0) = 1. Eshté tradicional shénimi i kétij numri me shkonjén e. Prandaj kemi pérkufizimin e méposhtém.

Pérkufizim 4.1. Numri natyror ¢ quhet numri i tillé qé

|
lime

=1.
-0 h

Gjeometrikisht kjo do té thoté se ndér té gjithé funksionet eksponenciale y = a* funksioni f(x) = e* éshté ai
tangentja e té cilit né (0, 1) ka koeficent kéndor f’(0) pikérisht té barabarté me 1.

Né qofté se zévendésojmé a = e dhe prej kétej f'(0) = 1 né Ekuacionin (??) ai shndérohet né njé formulé té
réndésishme té derivimit.
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Derivati i funksionit eksponencial natyror

Derivati i funksionit eksponencial natyror jepet si mé poshté:

d X\ — X
E(e)—e

Prandaj funksioni eksponencial f(x) = ¢* ka vetiné se derivati i tij éshté sa veté ai. Kuptimi gjeometrik i kétij
fakti éshté se koeficenti kéndor i tangentes ndaj kurbés y = ¢* éshté i barabarté me ordinatén e pikeés.

Shembull 4.7. N¢ qofté se
fx)=¢" —x,
gjeni f’(x). Krahasoni grafikét e f(x) dhe f(x).

Zgjidhje: Duke pérdorur rregullin e diferencés kemi

iy L Loy d
f(x)_ dx(e x)_ dx(e ) d.x(x)_e 1
Véme re se f(x) ka tangente horizontale kur x = 0; kjo korrespondon me faktin se f'(0) = 0. Vémé re gjithashtu se,
pér x > 0, f'(x) éshté pozitiv dhe f(x) éshté rrités. Kur x < 0, f’(x) éshté negativ dhe f(x) éshté zvogélues.

Shembull 4.8. Né cilén piké té kurbés

y=e

tangetia éshté paralele me drejtézén y = 2x?

Zgjidhje: Meqé y = e* nekemi iy’ = ¢*. Le ta shénojmé abshisén e pikés sé kérkuar me a. Atéheré, koeficenti kéndor i
tangentes né kété piké éshté e”. Kjo tangente do jeté paralele me drejtézén y = 2x, né qofté se kané té njéjtin koeficent

kéndor, pra 2. Duke barazuar koefigentét marrim ¢’ = 2 a = In2. Pra, pika e kérkuar éshté (g, ¢*) = (In2, 2). m|
Ushtrime:
1. (a) Ndértoni grafikun e funksionit f(x) = e*. 6. Gjeni ekuacionin e tangentes ndaj kurbés né pikén e dhéné.
(b) Cfaré tipe funksionesh jané f(x) = e* dhe g(x) = x°? Ilusrojeni duke ndértuar grafikun e kurbés dhe té tangentes né
Krahasoni formulat e derivimit pér f(x) dhe g(x). té njéjtin sistem koordinativ,
(c) Cili nga funksionet rritet mé shpejt pér x shumé té .
médhen;j? y=x"+2¢, né(0,2).
2. Derivoni funksionet 7. y=e*—5x,né(0,0)

f(x) = v+ 26"

8. Gjeni derivatin e paré dhe té dyté té funksionit. Krahasoni

3. f(x) = 2 +10e" grafikét e f(x), f' dhe f”, kur f(x) = e* — x°.

4. f(x)=e*l+1 9. NEé c¢faré pike té kurbés y = 1 + 2¢* — 3x, tangentja ndaj
saj éshté paralele me drejtézén 3x —y = 5. Ilustrojeni duke

5 f(x) =3 +1+3 ndértuar grafikun e kurbés dhe té drejtézave.

4.3 Rregulla té tjera té derivimit

Formulat e kétij paragrafi do té nalejojné té llogarisim derivatet e funksioneve té reja té pérftuara prej funksioneve
té vjetér népérmjet veprimeve té shumézimit apo pjestimit.

106 (©Albanian Institute of Mathematics


https://sites.google.com/site/aulonnapress/books/textbooks
https://sites.google.com/site/aulonnapress/books/textbooks
http://www.risat.org

Shaska T. Njehsimi diferencial

4.3.1 Rregullii prodhimit

Pér analogji me rregullat e shumés dhe diferencés, ndonjéri mund té supozojé ashtu sikurse Lajbnici tre shekuj
mé paré, se dervati i prodhimit éshté i barabarté me prodhimin e derivateve. Do té shohim se ky supozim éshté
i gabuar duke paré njé shembull té veganté. Le t& jené f(x) = x dhe g(x) = x?. Atéherg, rregulli fugijep f'(x) = 1
dhe ¢’(x) = 2x. Por (fg)(x) = %, prandaj (fg)’(x) = 3x2. Késhtu qé (fg)’(x) # f'¢’. Formula korrekte u zbulua nga
Lajbnici (shumé shpejt nga nisja e gabuar e tij) dhe u quajt rregulli i prodhimit.

Para se té fillojmé me rregullin e prodhimit le té shohim fillimisht se si mund ta zbulojmé até. E nisim
duke pranuar se té dy funksionet u = f(x) dhe v = g(x) jané pozitiv dhe té diferencueshém. Atéheré, mund ta
interpretojmé prodhimin uv si sipérfagen e njé drejtékéndéshi. Né qofté se x ndryshon me njé shtesé Ax atéheré
ndryshimet korresponduese né u dhe v jané

AU = f(x+ Ax) — f(x)

AV = g(x + Ax) — g(x)

Ndryshimi i sipérfaqes sé drejtékéndéshit éshte

Aw) = (U + Au)(v + AD) — UV = UAD + VAU + AUAD (4.8)
Duke pjestuar me Ax marrim
A(uv) AV Au AV
—— =uUu— +0— + Au—
AX AX A AX

Né qofté se kalojmé né limit kur Ax — 0 pérftojmé derivatin e uv:

d A(uv)
dx(uv) - Alx—>0 AX
AD AU AD
= lim (u— + 00— + Au—)
Ax—0 AX AX AX
AD AU
=u lim — + o lim — + (lim Au)(hm —) 4.9)
Ax—0 AX Ax—0 AX Ax—0 —0 A
dv du dv

=ME+Ua+O'ﬁ

dv du
+

Kujtojmé se Au — 0 sikurse Ax — 0 meqgené qofté se f(x) éshté i diferencueshém e prej kétej i vazhdueshém.
Megjithése e nisém duke pranuar se shtesat (nga interpretimi gjeometrik) jané pozitive, theksojmé gé Ekua-
cioni (??) éshté gjithmoné i vérteté. Késhtu vértetuam Ekuacionin (??), i cili njihet si rregulli i prodhimit pér gjithé
funksionet e diferencueshém u dhe v.
Neé qofté se f(x) dhe g(x) jané té dy té derivueshém atéheré

L [@509] = @) 3091 + 50 0] 10)

Rregulli i prodhimit thoté se dervati i prodhimit t&¢ dy funksioneve éshté i barabarté me funksionin e paré
shumézuar me derivatin e té dytit plus funksionin e dyté shumézuar me derivatin e té parit.

Shembull 4.9. Né qgofté se
fx) = xe*,

gjeni f'(x)
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Zgjidhje: Nga rregulli i prodhimit kemi

F0) = S0) = 3 €) + € ()

=xe*+e-1=(x+1)

Shembull 4.10. Derivoni funksionin f(t) = V(1 - ).

Zgjidhje: Duke pérdorur rregullin e prodhimit kemi

xf —H+ - wf
= \/E(—1)+(1 —1)- Et‘l/z

—t 1-3t
- Vi 2\[ oVE

Né qofté se pérdorim vetité e eksponentéve fillimisht pér ta rishkruar f(t), mé pas mund té procedojmé direkt
pa pas nevojén e pérdorimit té rregullit té prodhimit.

f(t) = \/_—t\ﬁ:tl/z—tm

3
¢ 12 _ 2
£ = >
duket qarté se rezultati éshté ekuivalent me té parin. Shembulli i dyté tregon se ndonjéheré éshté mé e lehté té

thjeshtohet prodhimi i funksioneve, se sa té zbatohet rregulli i prodhimit. Né shembullin e paré rregulli i prodhimit
éshté i vetmi i mundshmi pér tu pérdorur.

O
Shembull 4.11. Né gofté se
f() = Vx- g(x),
ku g(4) = 2 dhe g'(4) = 3, gjeni f'(4).
Zgjidhje: Duke pérdorur rregullin e prodhimit kemi
£ = L [VE 8] = VE- A g+ 50 - R
dx dx
/ 1 _ip / g(x)
ﬁ FW+g0) 5= Vg5
Prandaj,
/ 8@ 5542
f'(4) = Vag'(4) + i =23+ 57 =65
O

Shembull 4.12. Njé kompani telefonike kérkon té llogarisé numrin e linjave telefonike rezidente té reja qé do t'i duhet té
instalojé gjaté muajit q¢ vjen. NE fillim té Janarit kompania ka 100, 000 nénshkrues, secili prej té ciléve ka 1.2 linja telefonike
mesatarisht. Kompania vlerésoi se kontraktuesit rriten me shkallé 1000 né muaj. Duke béré njé sondazh, kompania gjeti se
secili ka ndérmend té instalojé mesatarisht 0.01 linjé té re né fund té Janarit. Llogarisni numrin e linjave té reja qé duhet té
instalojé kompania né Janar duke llogaritur shkallén e rritjes sé linjave né fillimm té muajit.

108 (©Albanian Institute of Mathematics


https://sites.google.com/site/aulonnapress/books/textbooks
https://sites.google.com/site/aulonnapress/books/textbooks
http://www.risat.org

Shaska T. Njehsimi diferencial

Zgjidhje: Le té jeté s(t) numri i nénshkruesve dhe n(t) numri i linjave telefonike pér nénshkrues né kohén ¢, ku ¢
matet né muaj dhe ¢ = 0 i korrespondon fillimit té Janarit. Atéheré, numri total i linjave jepet nga

L(t) = s(t) - n(t)
dhe duam té gjejmé L’(0). Duke patur parsysh rregullin e prodhimit kemi
L'(t) = [s(n(®)] = s'(On(t) + s(B)n’ (¢)

Na éshté dhéné se s(0) = 100,000 dhe n(0) = 1.2. Vlerésimi i kompanisé tregon se raporti i rritjes éshté pérkatésisht
s’(0) = 1000 dhe n’(0) = 0.01. Prej nga,

L'(0) = §'(0)n(0) + s(0)n’(0) ~ 1.2 - 1000 + 100,000 - 0.01 = 2200

Kompanisé i duhet té instalojé aférsisht 2200 linja té reja né Janar.

Vémeé re se dy termat e prodhimit vijné nga burime té ndryshme nénshkruesit e vjetér dhe nénshkruesit e rinj.
Njé kontribut tek L’ éshté numri ekzistues i nénshkruesve (100,000) shumézuar me shkallén me té cilén do té
porositen linja té reja (rreth 0. 01 pér nénshkrues né muaj). Kontributi i dyté éshté numri mesatar i linjave pér
nénshkrues (1. 2 né fillim té muajit) shumézuar me shkallén e rritjes pér nénshkrues (1000 né muaj).

]

4.3.2 Rregulli i raportit

Do té gjejmé njé rregull pér derivimin e raportit té dy funksioneve té derivueshém u = f(x) dhe v = g(x) né té
njéjtén meényré si gjetém rregullin e prodhimit. Né qofté se x, u dhe v ndryshojné me shtesé pérkatésisht Ax, Au,
dhe Av, atéheré ndryshimi korespondues né raportin u/v éshté

v+AV O

(u + Au)v — u(v + Av)
(v + AD)

VAU — UAD

(v + AD)

(Ll) u+ Au u
Al=)=
0

Késhtu gé

d(u\_ .. A(%) U ay o

—( ): lim = lim —————=

dx Ax—0  AX ax—0 (v + AD)
Kur Ax — 0, Av — 0 gjithashtu sepse g éshté i derivueshém prej nga dhe i vazhdueshém. Dhe duke pérdorur
rregullat e limitit marrim

(%

d (u) vlimpy o 2% — ulimpy o 52 o4t -yl
dx vlimay—0(v + AD) 0?2

Né qofté se f(x) dhe g(x) jané té derivueshém atéheré

d [f(x)] _ SEFO] = f) )]

0

dx | g(x) [g(x)P2

ose

(m) _ [(®)g0) ~ f)g ()
e [SP
ose

(u)’ _w'o—uv
v

02
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I théné me fjalé rregulli i raportit pohon se derivati i raportit éshté i barabarté me eméruesin shumézuar me
derivatin e numéruesit minus numeéruesin shumeézuar me derivatin e eméruesit, e gjitha kjo pjestuar me katrorin
e eméruesit. Rregulli i raportit dhe gjithé rregullat e tjera na mundésojné llogaritjen e derivateve té té gjitha
funksioneve racionale sikurse e ilustron shembulli né vazhdim.

Shembull 4.13. Le té jeté
X2 +x-2
3 +6
Atéhere,

L (P +6) (2 +x-2) — (x%+x—2)(x>+6)

(x3 +6)?
(P +6)2x+1) — (6 +x —2)(3x?)
- (3 +6)2 @11)
(x4 2 +12x + 6) — (3x* + 3x° — 6x2) ’
B (x3 +6)2
-2+ et +12x+ 6
(x3 +6)?

Shembull 4.14. Gjeni ekuacionin e tangentes sé hequr ndaj kurbés

YT A+ )

né pikén (1, 5).
Zgjidhje: Duke pérdorur rregullin e raportit, gjejmé fillimisht derivatin e kétij funksioni.

_ 1+ x2)(e*) —e*(1 + x2)

/

(1 +x2)?
(14D —e*(2x) (1 -x)?
B (1+x2)? T (1 +x2)2

Késhtu gé koeficenti kéndor i tangentes né (1,e/2) éshté f’(1) = e§1+—11);2 = 0. Kjo do té thoté se tangentja né (1,e/2)

éshté horizontale dhe ekuacioni i saj éshté y = e/2. Kujtojmé se funksioni éshté rrités dhe e kalon tangenten e tij né
(1,¢e/2).

[m]

Vérejtje 4.1. Mos e pérdorni rregullin e raportit sa heré gé shihmi raport. Ndonjéheré éshté mé e lehté ta rishkruash raportin
fillimisht, né qofté se éshté e mundur té thjeshtohet, e mé pas té derivohet.

Pér shembull edhe pse éshté e mundur té derivohet funksioni

3% +2+4x
x

F(x)
duke pérdorur rregullin e raportit éshté shumé mé e lehté gé fillimisht ta shkruash funksionin si
F(x) = 3x +2x71/2

para se ta derivosh. Le t'i pérmbledhim formulat e derivimit gé mésuam deri tani.
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© =0
(") = nx"!
@) =¢
(cf) =cf
(f+e)=f+¢
(f-8=f-¢

(f8) = &' +8f
([ ) sf - f¢

g &

Ushtrime:

4.4 Derivimi i funksioneve trigonometrike

Para se té fillojmé me kété paragraf na duhet té rikujtojmé funksionet trigonometrike. Né vecanti éshté e
réndésishme té kujtojmé se kur folém pér funksionin f(x) té pérkufizuar pér té gjithé numrat realé x me

f(x) =sinx

nénkuptuam se sinx do té thoté sinusi i kéndit masa e té cilit né radiané éshté x. Dhe kjo u pérmend pér té gjithé
funksionet trigonometrike. Rikujtojmeé qé té gjithé funksionet trigonometrike jané funksione té vazhdueshme né
bashkésiné e tyre té pérkufizimit.

Né qofté se skicojmé grafikun e funksionit f(x) = sinx dhe pérdorim interpretimin e f’(x) si koefigent kéndor i
tangentes ndaj grafikut té sinusit né ményré qé té skicojmé grafikun e f” atéheré ai duket té jeté i njéjté me grafikun
e funksionit kosinus.

Le té pérpigemi ta konfirmojmé supozimin e béré pra né qofté se f(x) = sinx atéheré f’(x) = cosx. Mé paré
shohim shembullin e méposhtém.

Shembull 4.15. Vértetoni se

. sin@
lim =

1.
0-0 0O

Zgjidhje: Né njé nga paragrafet e Kap. ??, ne bémé supozimin, né bazé té evidencave numerike dhe grafike se

. sin@
lim =

1.
0-0 O

Tani pérdorim argumentimin gjeometrik pér ta vértetuar kété. Pranojmé fillimisht se 0 shtrihet ndérmjet 0 dhe 7.
Fig. ?? tregon njé sektor qarku me gendér O, kéndi gendror 0, dhe rrezja 1. Nga pérkufizimi i masés sé radianit

kemi FB = 0. Gjithashtu, |[FA| = sin . Nga figura shohim qé

IFA| < FB
Prej nga sin 0 < 6 dhe
sin 0
<1 4.12
: (412)
Gijithashtu,
6 <30 _cp
0s 0
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Me fjalé té tjera,
1 S cos 0
0 sin6’
ose duke shumézuar te dy anét me sin 6 > 0 kemi
% > cos 0. (4.13)

Pérfundimisht, duke béré sé bashku Ek. (??) dhe Ek. (??) kemi

c036<¥<1.

Dimé se,

lim1=1dhe limcosBO =1,
0—-0 0-0

prandaj nga teorema e shogéruesve kemi

sin O
li =1.
91—%5 0

Por funksioni f(0) = $2¢, éshté funksion ¢ift prandaj limitet e majta dhe té djathta duhet t& jené té barabarta. Prej
nga kemi

. sin@
lim =

1.
0-0 0O

pra u vértua ajo qé deshém.

O
Tani pérpigemi té gjejmé derivatin e funksionit f(x) = sinx. Nga pérkufizimi i derivatit kemi
rooy e JEHH) — f()
f'(x) = lim 7
. sin(x + h) — sin(x)
= lim
h—0 h
. sinxcos(h) + cos xsin(h) — sin x
= lim I
N 4.14
~ Jim| sinxcos(h) —sinx  cosxsin(h) | (4.14)
h h—0 h h
. (cos(h)-1) sin(h)
= }gr(}[smx p + cos x 7 ]
= limsinx - lim —cos(h) — Sy + lim cos x - lim _sm(h)
h—0 h—0 h h—0 =0 h

Dy nga kéto limite llogariten lehté. Meqé e shohim x si konstante kur llogarisim limitin kur & — 0 kemi

limsinx = sinx
h—0

dhe

lim cos x = cos x.

h—0
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Mund ta llogarisim vlerén e limitit t& mbetur si mé poshté:

lim cosf—1 _ lim(cos@—l . cos8+1)
6—0 0 0—0 0 cosf+1
— lim cos? 0 —1
6—0 O(cos 6 + 1)
 lim —— sin® 0
0—0 B(cos 0 + 1)
sin 6 sin 6
650 0 (cos@ +1)
sin@ . sin 0

Késhtu gé,

6—0 0
Né qofté se i zévendésojmé kéto limite tek Ek. (??) pérftojmé
h-1 inh
@ = fimsinJim 5+ fimeosx iy =y
= (sinx) -0+ (cosx)-1 = cosx

Késhtu gjetém formulén pér derivatin e funksionit sinus:
%(Sin X) = COosX.
Shembull 4.16. Derivoni funksionin
y = x*sinx
Zgjidhje: Duke pérdorur rregullin e prodhimit dhe formulén Ek. (??) kemi

dy ,d
ax Y ix

. . d .
(sinx) + sin x%(xz) = x? cos x + 2xsinx
Duke pérdorur té njéjtén metodé si né vértetimin e formulés Ek. (??) kemi

i(cos X) = —sinx.

dx

(4.15)

(4.16)

(4.17)

Funksioni tangent gjithashtu mund té derivohet duke pérdorur pérkufizimin e derivatit por éshté mé e lehté t&

pérdoret rregulli i raportit dhe formulat Ek. (??) dhe Ek. (??)

d sinx

—tanx = —
dx dx cosx)

cos x4 (sinx) — sin x4 (cos x)

cos?x
COs X - cOs X — sin x(— sin x)

cos? x
2 .2
cos? x + sin”“ x
cos2 x
1

cos? x
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Pérfundimisht,

%(tan x) = (4.18)

cos?x’

Njélloj veprohet edhe pér funksionin kotagent. Marrim

i(cot X)=-— !
dx sin® x

Shembull 4.17. Derivoni funksionin
sinx
o) = 1+tanx

Zgjidhje: Rregulli i raportit na jep

(sinx)’(1 + tan x) — sin x(1 + tan x)’
- (1 + tanx)?
cos x(1 + tan x) — sin x(
- (1 + tanx)?
= cos® X + cos” x sin ¥ — cos x sin x

f)

1
cos? x )

= COsX (cos2 X + sinx cosx — sin x)

O

Funksionet trigonometrike shpesh jané modelime té fenomeneve reale. Né vecanti, vibrimet, valét, lévizjet
elastike dhe madhési té tjera gé variojné né ményré periodike mund té pérshkruhen duke pérdorur funksionet
trigonometrike. Né shembullin né vazhdim do té shqyrtojmé lévizjen e thjeshté harmonike.

Shembull 4.18. Njé objekt né fund té njé suste vertikale éshté térhequr 4 cm jashté pozicionit té€ pushimit dhe éshté né pozicion
té liré né kohén t = 0. Pozicioni i tij né kohén t éshté

s = f(t) = 4cost.

Gjeni shpejtésiné né kohén t dhe pérdoreni pér té analizuar lévizjen e objektit.

Zgjidhje: Shpejtésia éshté
ds _d d ,
U= e E(élcos ) = 4E(cos f) = —4sint.
Objekti oshilon nga pika mé e ulét (s = 4cm) tek pika mé e larté (s = —4 cm). Perioda e oshilimit éshté 27, perioda e
cos t.

Pérshpejtimi éshté |v| = 4| sin t], i cili éshté mé i madh kur |sin {| = 1 pra kur cost = 0. Pra, objekti léviz mé shpejt
kur kalon népér pozicionin e ekujlibrit (s = 0). Shpejtésia e tij éshté zero kur sint = 0, domethéné né pikén mé té
larté dhe mé té ulét.

]

Pérdorimi yné kryesor pér limitin né ekuacionin Ek. (??) ishte pér té vértetuar formulén e derivimit pér funksionin
sinus. Por ky limit pérdoret shumeé pér llogaritjen e disa limiteve té tjera trigonometrike, si né shembujt né vazhdim.

Shembull 4.19. Gjeni limitn e funksionit
sin7x

m
x—0 4dx

Zgjidhje: Fillimisht shumézojmé dhe pjestojmé me 7 né ményré qé té pérdorim Ek. (2?):

sin 7x _ 7(sin7x)
4x 4\ 7x
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Vémeé re se kur x — 0 kemi 7x — 0 dhe késhtu tek Ek. (??) duke marré 6 = 7x,

. sin7x
lim =

in7.
sin7x _

=0 7x

Prandaj

4x 7x

x—0

= 1am
7x—0 77X

sin7x .. 7 ([(sin7x) 7. sin7x 7
=lim - - = -lim =
x—0 4 4 x—0

7
™ 1171

O
Shembull 4.20. Llogarisni limitin e méposhtém
lim x cot x.
x—0
Zgjidhje: Kétu kombinojmé sin x me x:
. . XCosX cosx limy,_,gcosx cosO
lim x cotx = lim — =lim — = — —— = =1
x—0 x—0 sInx x—0 = lim, = 1
O

Ushtrime:
1. Gjeni derivatet e funksioneve f(x) = 3x> — 2 cosx
2. f(x) = sinx +  cotx
3. f(x) = Yxsinx
4. f(x) =2cscx+5cosx
5. ¢(t) = sint
6. g(t) = 3sect + cott
7. h(x) = cscx + ¢ tanx
8. y= ?rcxotx
9. y =¢e*(cosx + cx)
— ldsi
10, y = L
1Ly = 355
12. y = =
- 1=
13. y= tasr?f\:fx
14. y = xe* cscx

p—
a1

. ¥ = cscx(x + cotx)

16. y = x?sinxtanx
17. Vértetoni se %(csc X) = —cscxcotx
18. Vértetoni se %(sec X) = secx tanx

19. Vértetoni se “(cotx) = — csc? x

20. Vértetoni duke u nisur nga pérkufizimi i derivatit se kur
f(x) = cosx atéheré f'(x) = —sinx

21. Gjeni njé ekuacion pér tangenten ndaj vijés né pikén e
dhéné
y = secx, (11/3,2)

©Albanian Institute of Mathematics

22. y=e¢*cosx, (0,1)
23. y=x+cosx, (0,1)

-1
24. Y= Snxtcosx’ (0’ 1)
25. Gjeni njé ekuacion pér tangenten ndaj vijés y = 2xsinx
né pikén (11/2, m). Ilustrojeni duke ndértuar grafikun e vijés
dhe té tangentes né té njéjtin sistem koordinativ.
26. Gjeni njé ekuacion pér tangenten ndaj vijés y = secx —
2 cos x né pikén (1/3,1). Illustrojeni duke ndértuar grafikun e
vijés dhe té tangentes né té njéjtin sistem koordinativ.

27. Gjeni derivatin e funksionit y = secx — x. Ilustrojeni
duke ndeértuar grafikun e vijés dhe té derivatit né té njéjtin
sistem koordinativ.

28. (a) Pérdorni rrequllin e raportit pér té derivuar funksionin

fl) =

(b) Thjeshtoni shprehjen pér f(x) duke e shkruar né terma té
sin x dhe cos x, e mé pas gjeni derivatin f'(x).

(c) Vértetoni se pérgjigjet né pikat (a) dhe (b) jané ekuiva-
lente.

tanx —1
secx

29. Pér ¢faré vierash té x grafiku i funksionit f(x) = x+2sinx
ka tangente horizontale.

Derivoni secilin nga identitetet trigonometrike pér té
pérftuar njé identitet té ri.

sinx

Ccos x

1
cosx

30. tanx =

31. secx =

l+cotx

32. sinx + cosx = vy
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4.5 Dervimi i funksionit té pérbéré. Rregulli zinxhir

Supozojmé se duam té derivojmé funksionin
F(x) = Va2 +1.

Formulat e derivimit qé kemi mésuar deri tani nuk na e japin mundésiné ta llogarisim F’(x). Véreni se f(x) éshté
funksion kompozim. N& fakt, né qofté se shénojmé y = f(u) = vu dhe u = g(x) = x* + 1 atéheré mund té shkruajmé
y = F(x) = f(g(x)) pra F = f o g. Dimé se si t'i derivojmé té dy f(x) dhe g(x). Prandaj do té ishte e pérshtatshme té
gjendej njé rregull gé té na tregojé se si derivohet F = f o ¢ né termat e derivateve té f(x) dhe g(x).

Del se derivati i funksionit kompozim éshté prodhim i derivateve té funksioneve f(x) dhe g(x). Ky fakt éshté
rregulli mé i réndésishém i derivimit dhe quhet rregulli zinxhir. Ai duket i besueshém né qofté se e interpretojmé
derivatin si shkallé ndryshimi. E shohim du/dx si shkallé e ndryshimit t&€ u né lidhje me x, dy/du si shkallé e
ndryshimit té y né lidhje me u dhe dy/dx si shkallé e ndryshimit té y né lidhje me x. Né qofté se u ndryshon dy heré
mé shpejt se sa x dhe y ndryshon tre heré mé shpejt se sa u atéheré duket e arsyeshme gé y té ndryshojé 6 heré mé
shpejt se sa x dhe ne presim qé

dy dy du

dx  du dx’
4.51 Rregulli zinxhir:
Né qofté se f(x) dhe g(x) jané té dy té derivueshém dhe
F = f (e} g
éshté funksioni kompozim i pérkufizuar nga
F(x) = f (¢(x)),
atéheré f(x) éshté i derivueshém dhe F’ jepet nga prodhimi
F'(x) = f'(g(x))g’ (%)

Sipas shénimit té Leibnicit, né qofté se y = f(u) dhe u = g(x) jané té dy té derivueshém atéheré

dy _dy du

dx — du dx
Komente té vértetimit té rregullit zinxhir: Le té jeté Au ndryshimi né u korresponues i ndryshimt Ax né x pra
Au = g(x + Ax) — g(x)
Atéheré ndryshimi korrespondues né y éshté

Ay = f(u+ au) = f(u)

Prejnga
d_y = lim 2y
dx ax—0 AX
— lim 2Y 2% _ i 2Ygim 2%
ax—0 AU AX Ax—0 AU Ax—0 AX
audydu

. lm =
Au—0 AU ax—0 AX  du dx

Problemi i vetém né kété arsyetim éshté se mund té ndodhé qé au = 0 (edhe kur Ax # 0) dhe me siguri s'mund té
pjestojmé me 0. Megjithaté rregulli zinxhir mbetet i vérteté. Njé vértetim i ploté do té jepet né fund té kétij seksioni.
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Rregulli zinxhir mund té shkruhet

[ (f o 8/ () = (505 @) (4.19>]

ose, né qofté se y = f(u) dhe u = g(x) né shénimin e Lajbnicit

dy _dy du
dx  du dx

- (4.20)]

Ek. (??) mbahet mend lehté sepse né qofté se dy/du dhe du/dx ishin raporte atéheré mund té thjeshtojmé du.
Mbani mend, megjithése du nuk éshté e pérkufizuar dhe du/dx nuk duhet té merret si njé raport i thjeshteé.

Shembull 4.21. Gjeni F'(x) kur

F(x) = Va2 +1
Zgjidhje: (Duke pérdorur Ek. (??)): Né fillim té kétij seksioni e shprehém f(x) si

F(x) = (f o 9)(x) = f(g(x))
ku f(u) = vu dhe g(x) = x* + 1. Meqé

‘ -

’ _1—1/2_
Fl) =g = -

5

dhe ¢’(x) = 2x, kemi:
X

1
= oy=
2Vx2 +1 Vx2 +1

Zgjidhje: (duke pérdorur Ek. (22)): Né qofté se shénojmé u = x*> + 1 dhe y = Vu atéheré

F'(x) = f(g(x)g'(x) =

@du_ 1

F(x):du.ﬁ_z\/ﬁ

(2x)

_ 1 (2x) = X
2Vx2 +1 Vx2 +1

Kur pérdorim Ek. (??) duhet té kemi né mendje se dy/dx i referohet derivatit t€ y ku y konsiderohet funksion i x,
ndérsa dy/du i referohet derivatit té y ku y konsiderohet si funksion i #. Si né shembullin e mésipérm, ¥ mund té

konsiderohet si funksion i x (y = Vx2 + 1) dhe gjithashtu si funksioniu (y = Vu). Vémé re gé

dy

E:F(x): x2+1
kurse p

vy _ o _ 1

du_f(u)_z\/a.

Shembull 4.22. Derivoni funksionet:
(a) y = sin(x?)
(b) y = sin’x.

Zgjidhje: (a) Duke marré u = x*> dhe y = sinu nga rregulli zinxhir kemi

dy dydu _ _ 2
e dude cosu - (2x) = 2x - cos(x“).
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(b) Duke marré u = sinx dhe y = u? nga rregulli zinxhir kemi

dy dydu . .
il i (2u) - cosx = 2sinx - cos x = sin 2x.
O
Né pikén (a) té shembullit kombinuam rregullin zinxhir me rregullin e derivimit té funksionit sinus. Né
pérgjithési, né qofté se y = sinu, ku u éshté njé funksion i derivueshém i x atéheré nga rregulli zinxhir
By _dydu_

SU—

dx " dude O Vidx
Prandaj,
d, . du
%(sm u) = cosuﬁ.
Né ményré té ngjashme, té gjitha formulat e dervimit t& funksioneve trigonometrike mund té kombinohen me
rregullin zinxhir.

Le té béjmé té qarté rastin e veganté té rregullit zinxhir ku funksioni f éshté funksioni fuqi. Né qofté se [g(x)]"
atéheré mund té shkruajmé y = f(u) = v" ku u = g(x). Duke pérdorur rregullin zinxhir dhe rregullin fuqi, marrim

dy _dydu _ ,_idu

v _ — i n-1_»s
dx  dudx nu dx g (x)

4.5.2 Rregulli fuqi i kombinuar me rregullin zinxhir

Né qofté se r éshté njé numeér real i ¢farédoshém dhe u = g(x) éshté i diferencueshém atéheré

d ry — r—1du
[ E(u)—ru T

ose ndryshe

[ ;—x @] =7 [g@]"" - gX)

Shembull 4.23. Derivoni funksionin

y= (x3 _ 1)100

Zgjidhje: Duke marré u = g(x) = x> — 1 dhe n = 100 né kemi

dy _d 5 100 _ 3 90 d 3
E = E(X - 1) = 100(3( - 1) E(x - 1)
=100(x* — 1)* - 3x% = 300x*(x* — 1)*
O
Shembull 4.24. Gjeni f'(x) né qofté se
1
i ———
Va2 +x+1
Zgjidhje: Fillimisht rishkruajmé f(x) si f(x) = (x*> + x + 1)71/3. Atéheré
PR a4,
fl(x) = 3(x +x+1) dx(x +x+1)
= —%(x2 +x+ 1) 2x+1)
O
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Shembull 4.25. Gjeni derivatin e funksionit

0=(3773)

Zgjidhje: Duke kombinuar rregullin e fuqisé, rregullin zinxhir dhe rregullin e raportit marrim

s o t=2\d (t-2
g(t)_9(2t+1) E(2t+l)
(t—Z S(t+1)-1-2(t-2) 45(t-2)°
2t+1) (212 +1)2 S @t+1)0

=9

Shembull 4.26. Derivoni funksionin
y=Q2x+10°0 —x+1)%

Zgjidhje: Né kété shembull duhet té pérdorim rregullin e prodhimit para rregullit zinxhir:

dy _ 54 3 4 3 g d 5
E—(2x+1) E(x —x+1)"+(x’-x+1) E(2x+1)

=(2x+1)°-4(x°—x+ 1)3:—x(x3 —x+ D+ —x+1)*502x+ 1)4%(23( +1)
=42x + 13 —x +1)’B* = 1) +5(° —x + D*Qx + 1)* -2

Shohim se kané té pérbashkét faktorin 2(2x + 1)*(x®> — x + 1)® duke faktorizuar pérgjigjia joné pér derivatin éshté

d
d—z = 2(2x + 1) — x + 1)°(172% + 62 — 9x + 3)
O
Shembull 4.27. Derivoni funksionin y = eS™*. Kétu u = g(x) = sinx dhe y = f(u) = e". Nga rregulli zinxhir,
d]/ d sinxy _ ,sinx
ol E(E ) =e* cosx.
O

Mund ta pérdorim rregullin zinxhir pér té derivuar njé funksion eksponencial me ¢farédo lloj baze a > 0. Rikujtojmé
sea = ", Késhtu q&,
a = (elna)x — e(lna)x

dhe rregulli zinxhir na jep
d d
Xy — (Ina)x
ax ) dx (e )
d
— p(lna)x
e o (Ina)x

=" ng =a'lna

sepse Ina éshté konstante. Prandaj, kemi formulén

d '

ﬁ(u") =a*Ina. (4.21)
Neé vecanti pér a = 2 marrim

%(2") =2"In2 (4.22)

©Albanian Institute of Mathematics 119


https://sites.google.com/site/aulonnapress/books/textbooks
https://sites.google.com/site/aulonnapress/books/textbooks
http://www.risat.org

Njehsimi diferencial Shaska T.

Neé fillim té kétij kapitulli vlerésuam
d X X
E(Z ) = (0,69)2

Kjo pérputhet me formulén ekzakte Ek. (??) sepse In2 ~ 0.693147.
o
Né njé nga shembujt e méparshém shqyrtuam popullimin e gelizave bakteriale qé dyfishoheshin ¢do njé oré
dhe pamé se popullimi pas t orésh éshté n = 12", ku ny éshté popullimi fillestar. Formula Ek. (??) na lejon té gjejmé

shkallén e rritjes sé popullatés sé bakterieve

dn

=2t In2.
I no In
Arsyeja pér emértimin "rregulli zinxhir"béhet mé e qarté kur marrim njé zinxhir mé té gjaté. Supozojmé se y = f(u),
u = g(x) dhe x = h(t) ku f(x) g(x) dhe h jané funksione té derivueshém. Atéherg, pér té llogaritur derivatin e y né
lidhje me t, pérdorim rregullin zinxhir dy heré:

d_y_dy'dx_dy du dx

dt ~ dx dt  du dx dt

Shembull 4.28. N¢ gofté se
f(x) = sin(cos (tan x))

ateheré

f'(x) = cos (cos (tan x)) - % cos(tan x) = cos (cos (tan x)) [— sin(tan x)] % (tanx)

= —cos (cos(tan x)) - sin(tan x) - —
cos?x

Veéme re se rrequlli zinxhir éshté pérdorur dy here.

Si ta vértetojmé rregullin zinxhir

Rikujtojmé se né qofté se y = f(x) dhe x ndryshon nga a né a + Ax, ne pércaktojmé ndryshimin né y si

8y = fa+ 2x) - f(a).

Duke u nisur nga pérkufizimi i derivatit ne kemi

. BY L
el

Késhtu gé né qofté se ne pércaktojmé me ¢ diferencén midis raportit té€ ndryshesave dhe derivatit ne pérftojmeé

lim ¢ = eAliglO(i—]; - fl@)=f'@)~f(a)=0

Ax—0

Por,

Ay

-
Né qofté se ne pércaktojmé se ¢ éshté 0 kur Ax = 0 atéheré ¢ béhet i vazhdueshém pér Ax. Prandaj pér njé

funksion té derivueshém f(x) mund té shkruajmé

&= f'(a) = Ay = f'(a)ax + eax.

Ay = f'@)Ax + enx (4.23)

ku & — 0 kur Ax — 0 dhe ¢ éshté funksion i vazhdueshém i Ax. Kjo veti e funksioneve té derivueshme éshté ajo gé
na mundéson vértetimin e rregullit zinxhir.
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Supozojmé u = g(x) éshté i derivueshém né a dhe y = f(u) éshté i derivueshém né b = g(a). Né qofté se Ax éshté
shtesa né x dhe Au dhe Ay shtesat pérkatése né u dhe né y atéheré mund té pérdorim ekuacionin 7 pér té shkruar

Au =g (a)ax + e18x = [g'(a) + e1]ax. (4.24)
ku &1 — 0 sikurse Ax — 0. Né ményré té ngjashme
Ay = f'(D)au + ea8u = [f(D) + e2]Au, (4.25)
ku e, — 0sikurse Au — 0. Né qofté se zévendésojmé shprehjen pér Au nga Ekuacioni (??) né Ekuacionin (??) gjejmé
Ay = [f/(0) + e21[g' (@) + e1] ax

késhtu qé
Lo 1p ) + eallg@ + 1]
Ax_[f( 2llg 1

Ashtu sikurse Ax — 0 Ekuacioni (??) tregon se Au — 0. Prandaj té dyja ;1 — 0 dhe ¢, — 0 kur Ax — 0. Prej nga

dy Ay /
dx Alir—l}o Ax Alalcr—r>10[f (0) + &21[8"(a) + 1]

= f'(b)g' (@) = f'(g(a)g ()

Kjo vérteton rregullin zinxhir.

O

Ushtrime:
1. Shkruani funksionin né formén f(g(x)). (Pércaktoni funk- 15. y = (3x — 2)*(6x> — 5)™*
sionin e brendshém u = (g(x)) dhe funksionin e jashtém ) 53
y = f(u)). Dhe mé pas gjeni derivatin dy/dx. y=0"+D)Va+2

y = sin6x 17. y = (ﬁﬂ )3
2. V2x+5 18. y = ¢73* cosbx
3. y=(1-2x2)8 19. y = ¢¥sin¥
4. y = tan(sinx) 20. y =8~
5. y = sin(e) 21 y= J=I

= \/E — X

6. y=e 22. y= A=
Gjeni derivatin e funksionit. 23. y =55
7. f(x) = (o3 +2x2 = 3)7 24. y = sin(tan 3x)

25. y = elsin 3x)
26. y = tan?(3x)

8. f(x) = (4x —x?)10
9. y = (x+x°)>%2
27. y = tan’ sinx

— ain(r2 _ 2
10. y = sin(x* —a*) 1

28. y =xsiny
11. y = ﬁz 29. y = cos(15)
12. y = x% " 30. = elon*
13. y =a® + cos® x 31. y = tan(e') + et
14. y= (3 -t +1)° 32. y = cos \/m
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33. y =[x + (x +sin® x)°]*
34, y=3"
Gijeni derivatin e paré dhe té dyté té funksionit.

35. f(x) =

36. xe™*

xl+1

37. y=¢

38. ¢™ sin fx

Gijeni njé ekuacion pér tangenten ndaj kurbés né pikén e
dhéné.

39. y=(1+2x)1%1¢(0,1)

40. y =sinx + sin® x, né (0,0)

41. y = sin(sinx), né (m, 0)

42. (a) Gjeni njé ekuacion pér tangenten ndaj kurbés y =
2/(1 +e7) né pikén (0, 1).

(b) Llustroni pikén (a) duke ndértuar grafikun e kurbés dhe
tangentes né té njéjtin sistem koordinativ.

43. (a) Gjeni njé ekuacion pér tangenten ndaj kurbés y =
x|/ V2 — x2 né pikén (1, 1).

(b) Ilustroni pikén (a) duke ndértuar grfikun e kurbés dhe
tangentes né té njéjtin sistem koordinativ.

44. Gjeni té gjitha pikat né grafikun e funksionit f(x)
2sinx + sin® x, ku tangentja éshté horizontale.

45. Gjeni té gjitha pikat né grafikun e funksionit f(x)
sin 2x — 2 sin x ku tangentia éshté horizontale.

46. N¢ qofté se F(x) = f(g(x)) ku f(=2) = 8, f'(-2) = 4,
f/(5) =3, 4(5) = ~2, ¢'(5) = 6 gjeni F'(5).

47. Né qofté se h(x) = 4+ 3f(x) ku f(1) =7,dhe f'(1) =4
gjeni b’ (1).

4.6 Derivimi né ményré implicite

48. Jepet tabela pér vlerat e funksioneve f(x), g(x), f', g

x| fO) | 8() | f'(%) | 8'(x)
113 ] 2 4 6
201 | 8| 5 7
31 7 | 2 7 9

(a) Né qofté se h(x) = f(g(x)) gjeni h'(1).
(b) Né gofté se H(x) = g(f(x)) gjeni H'(1).

49. Supozojmé se f(x) éshté i derivueshém né R. Le té jeté
F(x) = f(€") dhe G(x) = /™. Gjeni shprehjet pér derivatet
F'(x) dhe G’ (x)

50. Né qofté se g(x) éshté dy heré i derivueshém dhe f(x) =
xg(x?), gjeni f” né termat e ¢(x), g’, dhe "'

51. Né qofté se F(x) = f(3f(4f(x))), ku f(0) = O dhe
£(0) = 2, gjeni F'(0).

52. Né qofté se ekuacioni i lévizjes sé grimcés jepet si s =
Acos(wt + 0), thuhet se grimca i nénshtrohet lévizjes har-
monike té thjeshté.

(a) Gjeni shpejtésiné e grimcés né kohén t.

(b) Kur shpejtésia éshté zero?

53. Njé grimcé léviz sipas njé vije té drejté me zhvendosje s(t),
shpejtési v(t), dhe nxitim a(t). Vértetoni se

a(t) = v(t)Z—:

Shpjegoni ndryshimin ndérmjet kuptimeve té derivateve
dv/dt dhe dv/ds.

54. Né qofté se y = f(u) dhe u = g(x) ku f(x) dhe g(x) jané
dy heré té derivueshém, atéheré tregoni se

Py _ ' du, dydu

dx2  du? dx’  dudx?
55. Né qofté se y = f(u) dhe u = g(x), f(x) dhe g(x) jané tre
heré té derivueshém, gjeni njé formulé pér d>y/dx> té ngjashme
me formulén e ushtrimit té mésipérm.

Funksionet gé kemi paré deri tani mund té pérshkruhen duke shprehur njé ndryshore né ményré eksplicite né

varési té njé ndryshorja tjetér pér shembull,

y=Vx3+1
ose
Yy =x-sinx

ose né pérgjithési y = f(x). E megjithaté disa funksione jané pércaktuar né ményré implicite népérmjet njé relacioni

ndérmjet x dhe y si pér shembull
2

122

x*+y =25 (4.26)
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ose

¥+ = 6xy (4.27)
Neé disa raste éshté e mundur té zgjidhen ekuacione té tilla pér y si njé funksion eksplicit (ose disa funksione) i x.
Pér shembull, né qofté se zgjidhim Ek. (??) né lidhje me y gjejmé y = + V25 — x2 pra dy nga funksionet e pércaktuara
nga ekuacioni implicit Ek. (2?) jané f(x) = V25 — x2 dhe g(x) = — V25 — x2. Grafikét e f(x) dhe g(x) jané dy gjysmat
e sipérme dhe té poshtme té rrethit x> + y* = 25.

Nuk éshté e lehté té zgjidhet ekuacioni Ek. (??) né ményré eksplicite pér y si funksion i x. Njé sistem kompjuterik
algjebrik nuk ka probleme por shprehjet e pérftuara jané vértet t€ komplikuara. Megjithaté, Ek. (??) éshté ekuacioni
i njé kurbe té quajtur "fleta e Dekartit"dhe né ményré implicite e pércakton y si funksione té ndryshme té x. Kur
themi se f(x) éshté njé funksion i pércaktuar né ményré implicite nga Ek. (??) nénkuptojmé se ekuacioni

2+ (f(x)° = 6x - f(x)

éshté i vérteté pér té gjitha vlerat e x nga bashkésia e pérkufizimit té f(x).

Pér fat té miré nuk na duhet té zgjidhim njé ekuacion pér y né termat e x né ményré gé té gjejmé derivatin
e y. Pérkundrazi mund té pérdorim metodén e derivimit implicit. Kjo konsiston né derivimin e té dy anéve té
ekuacionit né lidhje me x dhe mé pas zgjidhim ekuacionin e ri né lidhje me y’. Né shembujt dhe ushtrimet e kétij
paragrafi gjithmoné pranojmé se ekuacioni i dhéné pércakton y né ményré implicite si funksion té derivueshém né
lidhje me x né ményré qé metoda e derivimit implicit té gjejé zbatim.

Shembull 4.29. (a) Né qofté se x> + y* = 25, gjeni Z—Z,
(b) Gjeni ekuacionin e tangentes ndaj rrethit x* + y* = 25 né pikén (3,4).

Zgjidhje: (a) Derivojmé té dy anét e ekuacionit x> + y* = 25:
d oo ov_dood o d o
O+ Y) =25 () + () =0

Kujtoni se y éshté funksion i x dhe duke pérdorur rregullin zinxhir, kemi

d o _d ody dy
a(y ) = @(y )ﬁ = 2ya
Prandaj,
2x +2 ay _ 0
x+2y—-=0.
Tani zgjidhim kété ekuacion né lidhje me dy/dx:
dy  x
=y
(b) Né pikén (3, 4) kemi x = 3 dhe y = 4 prandaj
dy 3
dx ~ 4

Njé ekuacion i tangentes ndaj rrethit né (3,4) do té jeté
y—4= —Z(x -3)

ose 3x + 4y = 25.

O
Zgjidhje: (b) Duke zgjidhur ekuacionin x* + y> = 25 gjejmé y = +V25—x2. Pika (3,4) ndodhet né gjysmén e
sipérme y = V25 — x2 dhe késhtu shqyrtojmé funksionin f(x) = V25 — x2. Derivojmé f(x) duke pérdorur rregullin
zinxhir dhe kemi
x

Fx) = %(25 - xz)‘”zj—x(zs -2%) = %(25 —x%)(-2x) = VB2

Késhtu qé f'(3) = - 2:_32 = —2 dhe ekuacioni i tangentes éshté 3x + 4y = 25.
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Vérejtje 4.2. Shembulli i mésipérm ilustron faktin qé edhe pse kur éshté e mundur té zgjidhet njé ekuacion eksplicit per y né
termat e x mund té jeté mé e lehté té pérdoret derivimi implicit.

Vérejtje 4.3. Shpreja dy/dx = —x/y jep derivatin né termat e t¢ dy x dhe y. Kjo éshté korrekte pavarésisht se cili funksion y
peércaktohet nga ekuacioni i dhéné. Pér shembull pér y = V25 — x2 kemi
dy _ x X

dx y -
ndeérsa pér y = g(x) = — V25 — x2 kemi

d_y_ X X x

dx Yy _\y»B-2 VB-_-=

Shembull 4.30. (a) Gjeni y’ né qofté se x> + y* = 6xy.
(b) Gjeni tangenten ndaj fletés sé Dekartit né piken (3, 3)
(c) NE cilén piké té kurbés tangentja éshté horizontale?

Zgjidhje: (a) Derivojmé té dy anét e x> + 11> = 6xy né lidhje me x duke e paré y si funksion té x dhe duke pérdorur
rregullin zinxhir né termin e y* dhe rregullin e prodhimit né termin 6xy marrim

3x% + 3y*y’ = 6y + 6xY’

ose
22+ yzy' =2y +2xy

Tani e zgjidhim ekuacionin e ri né lidhje me y’:

yZy/ _zxy/ :2y_x2

. 2y —x?
y = 2_2
Y2 — 2x
(b) Kurx =y =3,
,_2:3-3
Y =3 23"

kjo éshté vlera e duhur pér koeficentin kéndor né (3, 3). Késhtu gé njé ekuacion pér tangenten e fletés né (3, 3) éshté
y=3=-1(x-3)

ose
X+y==56

(c) Tangentja éshté horizontale né qofté se ' = 0. Duke pérdorur shprehjen pér i’ nga pjesa (a) shohim se v’ = 0
kur 2y — x? = 0. Zévendésojmé y = 1x* né ekuacionin e kurbés dhe marrim

1,\ 1
?+ (37 -e(37)
i cili thjeshtohet né x® = 16x>. Késhtu qé x = 0 ose x> = 16. Né qofté se x = 16!/3 = 24/% atéheré y = 1(28/%) = 25/3.

Prandaj, tangentja éshté horizontale né (0,0) dhe né (2*/3,25/3), qé éshté aférsisht (2.5198, 3.1748).
[m}

komplikuar.
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N&é qofté se pérdorim formulén pér té zgjidhur ekuacionin x* + 1> = 6xy né lidhje me y si funksion t& x marrim
tre funksionet e pécaktuara nga ekuacioni:

sl 1 /1 sl 1 /1
= =1/=-=13 Zx6 — 83 —Z2x3 — [ Zx6 — 83
y=fx) \/ TR e 8x +\/ X 1" 8x
1 3l 1 1 sl 1 1
=== V= — 2,3 [236 833 — =233 — [ 2x6 — 843
V=3 fx) + 3{\/ TR 8x \/zx i Sx].

Ju mund té shihni se metoda e derivimit implicit kursen njé sasi té madhe pune né raste té tilla. Pér mé tepér
derivimi implicit punon shumé thjesht pér ekuacione té tilla si

dhe

v+ 3%y +5xt =12
pér té cilin éshté e pamundur té gjendet njé shprehje e ngjashme pér y né varési té x.
Shembull 4.31. Gjeni y’ né qofté se sin(x + y) = y? cos x.
Zgjidhje: Derivojmé né ményré implicite né lidhje me x duke patur parasysh se y éshté funksion i x dhe gjejmé
cos(x +y) - (1+y) = 2yy cosx + y*(—sinx).

Véreni se kemi pérdorur rregullin zinxhir né t€ majté dhe rregullin e prodhimit dhe zinxhir né té djathté. Né qofté
se grupojmeé termat qé pérmbajné y’ kemi
cos(x + y) + y?sinx = (2y cos x)y’ — cos(x + y) - i’
Késhtu qgeé,
_ y*sinx + cos(x + y)

’

y

~ 2ycosx —cos(x +y)

4.6.1 Trajektoret ortogonale

Dy kurba quhen ortogonale né qofté se né ¢do piké prerjeje té tyre tangentet jané pingule. Né shembullin né
vazhdim do té pérdorim derivimin implicit pér té treguar se dy familje kurbash jané trajektore ortogonale té njéra-
tjetrés, domethéné ¢do kurbé nga njé familje éshté ortogonale me ¢do kurbé nga familja tjetér. Familjet ortogonale
gjejné vend né fusha té ndryshme té fizikés. Pér shembull vijat e forcés né njé fushé elektrostatike jané ortogonale
me vijat e potencialit konstant. Né termodinamiké, izotermat jané ortogonale me vijat e fluksit té nxehtésisé.

Shembull 4.32. Ekuacioni
xy=c,c#0 (4.28)

pérfagson familjen e hiperbolave. Ekuacioni
-y =k k#0 (4.29)

paragqet njé tjetér familje hiperbolash me asimptota y = +x. Vértetoni se ¢do kurbé né familjen Ek. (2?) éshté ortogonale me ¢do
kurbé né familjen Ek. (2?), domethéné familjet jané trajektore ortogonale me njéra-tjetrén.

Zgjidhje: Derivimi implicit i ekuacionit Ek. (??) jep

dy dy _y
xa +y=0, pra - x (4.30)
Derivimi implicit i ekuacionit Ek. (??) jep
dy dy «x
2x - 2ya =0, pra el ? (4.31)

Nga Ek. (??) dhe Ek. (??) shohim se né ¢do piképrerje té kurbave nga secila familje, koeficentét kéndoré té
tangenteve jané reciprokisht negativé me njéri tjetrin. Pra, kurbat priten né kénde té drejta; domethéné jané
ortogonale.

O
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4.6.2 Derivatet e funksioneve té anasjellta trigonometrike

Funksionet e anasjellta trigonometrike jané paré né Kapitullin I. Diskutuam vazhdueshmériné e tyre né Kapit-
ullin IT si dhe asimptotat e tyre. Kétu pérdorim derivimin implicit pér té gjetur derivatet e funksioneve té anasjellta
trigonometrike duke pranuar se kéto funksione jané té derivueshme. Né fakt né qofté se f(x) éshté funksion njé pér
njé i derivueshém, mund té provohet se inversi i tij f ! éshté gjithashtu i derivueshém pérjashtuar aty ku tangentet
jané vertikale. Kjo ka vend sepse grafiku i funksionit té derivueshém nuk ka kénde dhe késhtu e pasqyrojmé até né
lidhje me drejtézén y = x dhe grafiku i ™! nuk ka se si té keté kénde.

Rikujtojmé pérkufizimin e funksionit arksinus:

y = arcsinx = sin~' x domethéné siny =xdhe — = <y <

N3
N[

Duke derivuar sin y = x né ményré implicite né lidhje me x marrim

d d
cosyd—z =1ose d_z = colsy

Tani cos y > 0 megénése —71/2 < y < 11/2 prandaj

cosy = 4/1-siny = VI -x2

E prej kétej

d_y_ 1 _ 1
ix " cosy  Ni-z

d : _d
E(arcsmx)— dx(sm X) =

1
V1 —x2

Formula pér derivatin e funksionit arktangent gjendet né ményré té ngjashme. Né qofté se y = arctanx = tan™' x
atéheré tan y = x. Nga derivimi i kétij ekuacioni né ményré implicite né lidhje me x na sjell

1 dy
2y
cos? y dx
dy 9 1 1
dx ~ YT T+tanly 1+2x2

d
—(arctanx) =

dx 1+ x2
Shembull 4.33. Derivoni
(ﬂ) y= arcslinx
(b) f(x) = xarctan Vx.
Zgjidhje: (a)
dy d N o d N 1
ol %(arcsm x)~" = —(arcsin x) E(arcsm X)=-—

(arcsin x)? V1 — x2
(b)

f(x) = x;(lx_m) +arctan Vx =

ad + arctan \/E
1+ (V)2 2 2(1 +x)

|
Funksionet e anasjellta trigonometrike gé hasen shpesh jané ato qé sapo pérmendém. Derivatet e funksioneve

té tjera jepen né vazhdim. Vértetimi i kétyre formulave mbetet si ushtrim pér t'u punuar né ményré té pavarur.
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Derivatet e funksioneve té anasjella trigonometrike

d . 1
—(arcsinx) = ,
dx 1— 2

i(arctan X)=——
dx T

d 1

—(arccosx) = —

dx 1— 2
%(urccotx) = _1-3—x2

Ushtrime:

1. (a)Gjeni y’ népérmjet derivimit implicit.

(b) Zgjidhni ekuacionin né ményré té shtjellur né lidhje me
y dhe mé pas derivoni pér té gjetur y' né varési té x.

(c) Shihni né qofté se zgjidhjet tuaja né pikat (a) dhe (b)
jané té sakta duke zévendésuar shprehjen e y né pikén (a).

xy+2x+3x* =4

1,1 _

2. ;+y—1

3. 4x* +9y* = 36
4. cosx+ 4y=5

Gjeni dy/dx népérmjet derivimit implicit.
5.3+ =1

6. 2x+37=3

7.2 +xy—y* =4

8. 23+ X2y =xyP =2
9. X*(x +y) = y*Bx — y)
10. 1° + 2213 =1 + ye*’
11. x?*y? + xsiny = 4
12. 1+ x = sin(xy?)

13. 4cosxsiny =1

14. &V =x-y

15. ysin(x?) = xsin(y?)
16. VX +y=1+xy
17. Xy =1+x%y

18. tan(x — y) = Tyxz

19. eY cosx =1 + sin(xy)

20. sinx + cosx = sin x cos X

©Albanian Institute of Mathematics

21. Néqoftése f(x)+x2[f(x)]> = 10dhe f(1) = 2, gjeni f'(1).
22. NE qofté se g(x) + xsin g(x) = x? gjeni g’ (0).

Shikoni y si ndryshoren e pavarur dhe x si ndryshoren e
varur dhe pérdorni derivimin implicit pér té gjetur dx/dy.
23. 2 - Py +2xy> =0

24. ysecx = xtany

Pérdorni derivimin implicit pér té gjetur ekuacionin e
tangentes né pikén e dhéné.

25. X2 +xy+y*=3,né(1,1)

26. x> +2xy —y* +x=2,né(1,2)

27. X+ = (2x* + 2> — %)%, né (0, 3)

28. x* + 1% = 4, né (-3V3,1)

29. 2(x2 + y?)? = 25(x* — y?), né (3,1)

30. y?(y? —4) = x*(x2 - 5), né (0, -2)

Gjeni iy népérmjet derivimit implicit.

31. x>+ =9

32. X+ =1

33. Vx+ (=1

34. x*+yt=at

35. Veértetoni népérmjet derivimit implicit se tangentja ndaj

elipsit
2 2

x Yy
2 e =1
né pikén (xo, yo) éshté
Xox Yol _ 1
P

36. Gjeni ekuacionin e tangentes ndaj hiperbolés
2 2
2y
a?  b?

né pikén (xo, Yo).
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37. Gjeni derivatin e funksionit. Thjeshtoni ku keni mundesi.
y=tan! \x

y = Vianix
y=sin"'(2x + 1)

g(x) = Va2 —Tseclx
G(x) = V1 - x2 arccos x
y=tan"!(x — V1 +2?)

h(t) = cot™'(t) + cot™1(1/t)

38.
39.

40.
41.

42,
43.

44. F(0) = arcsin Vsin 0

45. y = cos™}(e¥)

1-x
1+x

46. y = arctan

Gjeni f’(x) dhe krahasoni grafikét e f(x) dhe f’.
47. f(x) = V1 —x?arcsinx

48. f(x) = arctan(x? — x)

Dy kurba quhen ortogonale kur tangentet e tyre jané pin-
gule né pikat e prerjes. Vértetoni se familjet e dhéna té
kurbave jané trajektore ortogonale me njéra- tjetrén, pra
secila kurbé e njé familje éshté ortogonale me ¢do kurbé
té familjes tjetér. Ndértoni familjet e kurbave né té njéjtin
sistem koordinativ.

49. >+ =1%, ax+by=0.

4.7 Derivate té rendeve té larta

50. x2 + y* =ax, x> + y* = by

51. y =cx?, x>+ 2y =k

52. y=ax’, x> +3y* =b

53. Ekuacioni x* — xy + y* = 3 tregon njé elips t¢ rotulluar
qé do té thoté se boshtet e tij nuk pérputhen me boshtet koor-
dinative. Gjeni pikat né té cilat elipsi pret boshtin e x-ve dhe
tregoni se tangentet ndaj elipsit né kéto pika jané paralele.

54. Gjeni t¢ gjitha pikat e kurbés x*y* + xy = 2 ku koefigenti
kéndor i tangentes éshté —1.

55. Gjeni ekuacionet e tangenteve ndaj elipsit x> + 4y* = 36
té cilat kalojné nga pika (12, 3).

56. (a) Supozojmé se f(x) éshté funksion njé pér njé dhe i
derivueshém. Gjithashtu funskioni i anasjellté i tij f~! éshté i
derivueshém. Pérdorni derivimin implicit pér té trequar se

—1y/ _ 1
VO FEw

duke nénkuptuar se eméruesi éshté i ndryshém nga zero.
(b) Né qofté se f(4) =5 dhe f'(4) = %, gjeni (f~1)(5).

57. (a) Vértetoni se f(x) = 2x + cos x éshté funksion njé pér
njé.

(b) Cila éshté vlera e f~1(1)?

(c) Pérdorni formulén e ushtrimit t€ mésipérm pér té gjetur

Q.

Né qofté se f(x) éshté njé funksion i derivueshém atéheré derivati i tij f* éshté gjithashtu funksion késhtu qé

mund té keté edhe ai veté derivat, i cili po ge se ekziston shénohet (f")’

f”. Ky funksioniri f” quhet derivati i

dyté i f(x) sepse éshté derivati i derivatit té f(x). Duke pérdorur shénimin e Lajbnicit shkruajmé derivatin e dyté té

y= f@)si

dy

dx

4
dx

|

|

_ 4y

T a2

Njé shénim tjetér éshté f(x) = D?f(x).
Shembull 4.34. Né gofté se

f(x) = xcosx

gjeni dhe interpretoni f”(x).

Zgjidhje: Duke pérdorur rregullin e prodhimit, kemi

yon o d d, . .
f(x)= xa(cosx) + cosxa(x) = —xsinx + cosx
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Pér té gjetur f”(x) ne derivojmé f’(x):
17 _ d :
f(x) = dx( xsinx + cos x)

d, . _d d
= —X—-(sinx) + sin x——(=x) + —(cos )

d dx
= —XCOSX — sinx —sinx
= —XxCcosx —2sinx

Ne mund ta interpretojmé f”'(x) si koeficenti kéndor i tangentes ndaj grafikut té funksionit y = f’(x) né pikén
(x, f'(x)). Me fjalé té tjera éshté raporti i ndryshimit té koeficentit kéndor té tangentes sé kurbés origjinale y = f(x).
Vémeé re se f”(x) = 0 sa heré qé y = f’(x) ka tangente horizontale. Gjithashtu f”(x) éshté pozitiv kur y = f’(x) ka
koeficent kéndor té tangentes pozitiv dhe negativ kur y = f’(x) ka koefigent kéndor té tangentes negativ.
O
Né pérgjithési, mund ta interpretojmé derivatin e dyté si shkallé e ndryshimit té raportit t& ndryshimit.
Shembulli mé i pérdorshém i késaj éshté nxitimi té cilin e pércaktojmé si mé poshté. Né qofté se s = s(f) éshté
funksioni pozicion i njé objekti qé 1éviz né njé vijé té drejté, dimé se derivati i paré i tij pérfagéson shpejtésiné v(t) e
objektit si funksion i kohés:

[ u(t) =5'(t) = %

Ndryshimi i shpejtésisé né lidhje me kohén quhet nxitim a(t) i objektit. Prandaj, funksioni nxitim éshté derivati
i shpejtésisé dhe prej kétej derivati i dyté i funksionit pozicion

[ alt) =o' (t) =s"(t)

ose sipas shénimit té Lajbnicit

Lo s
T odt - de

Shembull 4.35. Pozicioni i njé grimce jepet me ekuacionin
s=f(t) = -6t + 9t

ku t matet me sekonda dhe s me metra.
(a) Gjeni nxitimin né kohén t. Sa éshté nxitimi pas 4sekondash?
(b) Kur e rrit shpejtésiné grimca? Kur ngadaléson lévizjen ajo?

Zgjidhje: (a) Funksioni shpejtési éshté derivat i funksionit pozicion:

s=f(t) =+ —6t* +9¢

ds
)= — =3t> - 12t +
u(t) pm 3 9
Nxitimi éshté derivati i funksionit shpejtési:
d’s _ do
= — = — = — 12
() ar  dt of

a(4) = 6(4) — 12 = 12m/s>
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(b) Grimca e rrit shpejtésiné kur shpejtésia éshté pozitive dhe rritése (v dhe a jané té dy pozitivé) dhe gjithashtu
kur shpejtsia éshté negative dhe zvogéluese( v dhe a jané té dy negativé). Me fjalé té tjera grimca e rrit shpejtésiné
kur shpejtésia dhe nxitimi kané té njéjtén shenjé. Grimca ngadaléson kur v dhe a kané shenja té kundérta, pra, kur
0<t<ldhekur2<t<3.

Derivati i treté ' éshté derivati i derivatit té dyté. Késhtu qé f’”(x) mund té interpretohet si koefigent kéndor
i tangentes ndaj kurbés y = f”(x) ose si shkallé e ndryshimit t& f”(x). Né qofté se y = f(x) atéheré shénimet
alternatrive pér derivatin e treté jané

77 117 d d2y dsy
y" =" = ﬁ(@) =73 = D*f(x).
o
Shembull 4.36. Né qofté se
y=x—6x*—5x+3
ateheré
Yy =3x-12x-5
Yy’ =6x-12
yl// — 6
y(4) =0
dhe né fakt y™ = 0 pér ¢don > 4.
Shembull 4.37. Né gofté se
1
f(x) - ;/
gjeni f(x).
Zgjidhje:
1
fx) = X x!
o)==
2
1’7" _ -3 _
£/ = (21 = 5
() =-3-2-1-x7*
P =4-3-2-1-x7°
fP%) = (-1)"'n(n - 1)(n —2)..2-1-x~ D
ose
—-1)"n!
f(n)(x) = ( xn)+1
o

Shembujt né vazhdim tregojné se si mund té gjenden derivatet e dyta dhe té treta té njé funksioni gé éshté
pércaktuar né ményré implicite.

Shembull 4.38. Gjeni y” kur
oyt =16.
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Zgjidhje: Duke derivuar ekuacionin né ményré implicite né lidhje me x, marrim
47 +4y° -y =0
Duke e zgjidhur né lidhje me 3" kemi

y =1 (4.32)

Pér té gjetur iy’ derivojmé y’ duke pérdorur rregullin e raportit dhe duke patur parasysh se y éshté funksion i x:

(2 PHE-LH)E) a2 -rey)
Cax\ ) ) B ¥
Né qofté se zévendésojmeé Ek. (??) né kété shprehje, marrim

"y 3%y’ - 3x%y? (_;_i) 30yt Byt + )

y ¥ ¥

Por vlerat e x dhe y duhet té kénaqin ekuacionin origjinal x* + y* = 16. Prandaj pérgjigja thjeshtohet né

2

3x%(16
- _g - 48>
y Y
O
Shembull 4.39. Gjeni D% cosx.
Zgjidhje: Disa nga derivatet e para jané si mé poshté:
Dcosx = —sinx
D?cosx = —cosx

D3 cosx = sinx
D*cosx = cosx
D°cosx = —sinx
Shohim se derivatet né vazhdim pérsériten né njé cikél me gjatési 4 dhe né veganti D" cos x = cos x sa heré qé n

éshté shuméfish i 4. Prej nga
D* cosx = cosx

dhe duke derivuar edhe tre heré kemi
D% cosx = sinx.

4.7.1 Derivatet e funksioneve logaritmike

Né kété seksion do té pérdorim derivimin implicit pér té gjetur derivatet e funksioneve logaritmike y = log x,
dhe né vecanti, t& funksionit té logaritmit natyror y = Inx.

d 1
E(logﬂ X) = — (4.33)

Vértetim: Le té jeté y = log, x. Atéherg,
a¥ =x.
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Njehsimi diferencial Shaska T.

Duke derivuar kété ekuacion implicit né lidhje me x duke pérdorur formulén £ (a*) = 4* Ina, marrim

dy
ay‘(lna)‘a =1
dhe prej kétej
dy 1 1
dx ~ a’lna  xIna
Né qofté se zévendésojmé a = e né formulén Ek. (??) atéheré faktori Ina né anén e djathté béhet Ine = 1 dhe
pérftojmé formulén pér derivatin e funksionit logaritmik natyror log, x = Inx

d
E(ln X) = % (4.34)

Shembull 4.40. Derivoni y = In(x® + 1).

Zgjidhje: Shénojmé u = 2 +1né ményré qgé té pérdorim rregullin zinxhir. Atéherg, y = Inu, prandaj

d_y_d_y.du_l du 1

dx du dx u dx xB+1

3x2
3x%) =
(3 3 +1

Né pérgjithési né qofté se ne kombinojmé formulén Ek. (??) me rregullin zinxhir si né shembullin mé sipér
pérftojmé

d _ldu d _ 8§
§(ln u) = o ose %[lng(x)] ) (4.35)
Shembull 4.41. Gjeni
d .
o In(sin x).
Zgjidhje: Duke pérdorur Ek. (??) kemi
d . 1 d, . 1 B
o In(sinx) = e a(smx) = Snx cosx = cotx

O

Shembull 4.42. Derivoni f(x) = Vinx.

Zgjidhje: Késaj here funksioni logaritmik éshté né rolin e u, prandaj nga rregulli zinxhir kemi

1 d 1 1 1
"(x) = =(Inx) 2 —(Inx) = L=
/ 2 dx 2VInx ¥ 2xVInx

O

Shembull 4.43. Derivoni f(x) = log10(2 + sinx).

Zgjidhje: Duke pérdorur Ek. (??) pér a = 10, kemi

,on . d } B 1 d . B Cos x
fe) = Elogw(z +sinz) = (2 +sinx)In10 dx (2 +sinx) = (2 +sinx)In10

O

Shembull 4.44. Gjeni derivatin

i(ln x+1 )
x—2
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Shaska T. Njehsimi diferencial

Zgjidhje: Duke zbatuar rregullat e derivimit kemi

d( x+1) 1 d x+1
In =
x+1

dx -2/ m‘EVx—Z
VAT Vx— 21—+ D(d) -2
T x4+l x-2
_x—2—%(x+1)_ x—5

x+Dx-2)  2x+1)(x-2)

Neé qofté se thjeshtojmé fillimisht funksionin e dhéné duke pérdorur vetité e logaritmit atéheré derivimi béhet mé i
thjeshté:

d x+1 d 1 1 1,1
# g e g2 = oy 36y)
]
Shembull 4.45. Gjeni f'(x) kur
f(x) =1In|x].
Zgjidhje: Megénése
In x né qgofté se x > 0
flx) = s
In (—x) né gofté se x < 0
Kjo sjell qé
al_c né qofté se x > 0
f@=17 1
_—x(—l) = qofté sex <0
Prandaj f'(x) = 1/x pér té gjithé x # 0. Rezultati i kétij shembulli duhet fiksuar si
d 1
—Inj =~ (4.36)

4.7.2 Derivatet qé llogariten mé lehté me ané té logaritmeve.

Llogaritja e derivateve té funksioneve té komplikuara qé pérfshijné prodhime, raporte apo ngritje né fuqi shpesh
mund té thjeshtohet duke pérdorur metodén e logaritmeve. Metoda e pérdorur né shembujt né vazhdim quhet
derivimi logaritmik.

Shembull 4.46. Derivoni
AN+ 1
Y= "Bx+ 2y

Zgjidhje: Marrim logaritmin e té dy anéve té ekuacionit dhe pérdorim vetité e logaritmit pér té thjeshtuar:
3 1. .5
Iny = Zlnx+ Eln(x +1)=5In(3x + 2)

Derivojmé né ményré implicite né lidhje me x dhe pérftojmé

1dy_§ 1+1 2x 5 3
ydx 4 x 2 x2+1 “3x+2

Duke e zgjidhur né lidhje me dy/dx ne gjejmé

ay _ (E+L_ 15 )
dx_y4x x2+1 3x+2
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Megé ne kemi njé shprehje eksplicite pér y ne mund ta zévendésojmé dhe shkruajmé

d_y_x3/4\/x2+1(3 x 15 )

= —+ —
dx Bx+2)5 \4x x2+1 3x+2

(Hapat qé ndigen né derivimin logaritmik
1. Merret logaritmi natyror i té dy anéve té ekuacionit y = f(x) dhe pérdoren vetité e logaritmit pér té thjeshtuar.

2. Derivohet né ményré implicite né lidhje me x.

3. Zgjidh ekuacionin e pérftuar né lidhje me y’.

“

Né qofté se f(x) < 0 pér ndonjé vleré té x atéheré In f(x) nuk ka kuptim por mund té shkruajmé |y| = |f(x)| dhe
té pérdorim Ek. (??). E ilustrojmé kété proceduré duke vértetuar rregullin fuqi né versionin e pérgjithshém.

Vértetimi i Rregullit Fuqi:
Né qofté se r éshté njé numeér real i ¢farédoshém dhe f(x) = x”, atéheré

f@=rx

Vértetim: Le té jeté y = x”. Pérdorim derivimin logaritmik:
Inlyl=Inlx["=r-In|x|, x#0
Prej nga

<=

KRI=

Pra,
r—1

R

xr
=r-—=7r-X
X

<
I
-

Vérejtje 4.5. Ju duhet t¢ kini kujdes qé té dalloni rrequllin fuqi
Wy =rx7,

ku baza éshté ndryshore dhe eksponenti konstant dhe rrequlli i derivimit t¢ funksionit eksponencial
(@) =a*-Ina,

ku baza éshté konstante dhe eksponenti ndryshore.

(Ne pérgjithési jané katér raste pér eksponentét dhe bazat:
1. d%(ab ) = 0 ku a dhe b jané konstante.

2. £[f@ =b- @] F @)

3. 4 [ag(x)] = a8 - (Ina) - ¢ (x)

4. Pér té gjetur
ﬁ 8(x)
=[]

derivimi logaritmik mund té pérdoret si né shembullin né vazhdim.
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Shaska T. Njehsimi diferencial

Shembull 4.47. Derivoni
y=x

Zgjidhje: Duke pérdorur derivimin logaritmik, kemi

Iny = InxV* = VxInx

y?’:\/a_c-—+(lnx)ﬁ
) (L+lr1_x):x\/;(2+lnx)
PG 2 2VR

Zgjidhje: Njé metodé jetér éshté ta shkruash x V¥ = (¢*) V¥

d X d X VX nxyx d X 2 1
()= L (o) - wa(lnx\/;)zxw.( ;\;’C)

4.7.3 Numri e i paré si limit

Kemi vértetuar se kur f(x) = Inx, atéheré f’(x) = 1/x. Prandaj, f'(1) = 1. Tani e pérdorim kété fakt pér té
shprehur numrin e si limit.
Nga pérkufizimi i derivatit si limit kemi

= lim
x—=0

f+h)-f(1) fl+x) = (1)
h X

f'(@) = lim
Clim D =it ey
x—0 X x—0 X
= limIn(1 + x)'/*
x—0

Megé f'(1) = 1, kemi
limIn(1 + x)/* = 1.

x—0

Nga teorema mbi vazhdueshmériné e funksionit té¢ pérbéré dhe vazhdueshmeéria e funksionit eksponencial,

kemi

; 1/x . 1/x .
e = el — ehm,ﬁo In(1+x) = lim eln(1+x) — lnn(l + x)l/x
x—0 x—0

e = lim(1+ x)l/x (4.37)
x 1+ x)7™
0.1 2.593742246
0.01 2.70481383
0.001 2.71692393
0.0001 2.71814593
0.00001 2.71826824
0.000001 2.71828047
0.0000001 | 2.71828169
0.00000001 | 2.71828181
Tabela 4.2: Vlerat e e pér vlera té vogla té x-it.
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Kjo ilustron faktin se, me saktési deri né shtaté shifra pas presjes,
e~ 2.7182818

Né qofté se e zévendésojmé n = 1/x né (??) atéheré n — oo sikurse x — 0 dhe prej kétej njé shprehje alternative pér
e éshté

5 — T (1 + 1)" : (4.38)

n—o0 n

4.7.4 Funksionet hiperbolike

Disa kombinime té funksioneve eksponenciale e* dhe ¢™* pérdoren shpesh né matematiké dhe aplikimet e saj,
késhtu gé ato emértohen né ményré té vecanté. Né shumé raste ato jané analoge me funksionet trigonometrike
dhe kané té njéjtén lidhje me hiperbolat si dhe funksionet trigonometrike qé quhen rrethoré. Pér kéto arsye ato sé
bashku quhen funksione hiperbolike dhe né ményré individuale quhen sinusi hiperbolik, kosinusi hiperbolik, e
késhtu me radhé. Ne i pérkufizojmé si mé poshté

X _ =X x —x
sinhx = &% , coshx = c e ,
2 2 (4.39)
tanhx = sinh x cothx = cosh x
" coshx’ " sinhx

Vérejmé se sinusi hiperbolik ka si bashkési pérkufizimi R dhe bashkési vlerash IR, ndérsa kosinusi hiperbolik
ka si bashkési pérkufizimi R dhe si bashkési vlerash [1, o0). Funksionet hiperbolike kénaqin njé séré identitetesh qé
jané té ngjashme me identitetet trigonometrike. Ne po paragesim disa prej tyre. Vértetimet ja lemé lexuesit.

Lema 4.1. Identitet e méposhtme jané té vérteta:
1. sinh(—x) = —sinhx
2. cosh(—x) = coshx
3. cosh®’x —sinh®x =1,
4. 1-tanh’x = ——
5. sinh(x + y) = sinh x cosh iy + cosh x sinh y,

6. cosh(x + y) = coshx cosh y + sinh x sinh y

Shembull 4.48. Vértetoni se
(a) cosh? x — sinh®x =1
(b) 1 — tanh®x = —L

cosh?x*

Zgjidhje: (a) Duke zévendesuar né krahun e majté kemi

e"+e‘x2 ex—e‘xz
(=) -5
e 24 X240
- 4 4

(b) E nisim me identitetin e vértetuar né pjesén (a):

cosh? x — sin h?x

cosh?x —sinh?x = 1
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Né qofté se pjestojmé té dy anét me cosh? x marrim

sinh? x 1

cosh’x  cosh®x

ose
1

1—tanh’x = 5
cosh” x

Derivatet e funksioneve hiperbolike llogariten lehté. Pér shembull

d . _d (er—e"\ eft+e™
E(smhx)—dx( > )— > = cos hx.

Po rendisim tani formulat e derivimit té funksioneve hiperbolike. Vértetimet mbeten pér t'u zhvilluar si ushtrime
nga lexuesi. Véreni analogjiné me formulat e derivimit té funksioneve trigonometrike por kini kujdes se né disa
raste ndryshojné shenjat.

Derivatet e funksioneve hiperbolike

d . _ d .
a(smh X) = coshx, T (cosh x) = sinh x

d 1 d
E(tanhx) = m, E(cothx) = —

sinh? x

Shembull 4.49. Secili nga kéta rregulla derivimi mund té kombinohet me rregullin zinxhir. Pér shembull

sinh x
2vx

i(c:osh Vx) = sinh Vx - i Vx =
dx dx

4.7.5 Funksionet e anasjellta hiperbolike

Jumund ta shihni lehté se sinh dhe tanh jané funksione njé pér nj¢, késhtu gé ata kané funksione té anasjellta, qé
po i shénojmé me sinh™! dhe tanh™. Funksioni cosh nuk éshté funksion njé pér njé por i ngushtuar né bashkésiné
[0, o) ai béhet funksion njé pér njé. I anasjellti i funksionit kosinus hiperbolik pérkufizohet si i anasjellti i kétij
funksioni té ngushtuar.

y=sinh'x &= sinhy = x

y=cosh™ x & coshy =x dhe y>0
y=tanh™ x & tanhy = x
y=coth™x & coty =x

Ne mund té skicojmé grafikun e sinh™, cosh™ dhe té tanh™ duke pérdorur grafikét e sinusit hiperbolik,
kosinusit hiperbolik dhe tangentit hiperbolik duke patur parasysh faktin se ato jané respektivisht simetriké né
lidhje me drejtézén y = x.

Megé funksionet hiperbolike jané pérkufizuar né termat e funksioneve eksponenciale nuk éshté ¢udi qé edhe té
anasjelltét e tyre té shprehen né termat e logaritmeve. Né vecanti kemi:

sinfilx=In(x+ Va2+1) xeR
cosh'x=In(x+ Va2 -1) x>1

1+x
1-x

tanh_1x=%ln( ), -1<x<1
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Shembull 4.50. Vértetoni se
sinh ™' x = In(x + Va2 +1).

Zgjidhje: Le té jeté y = sinh ™" x. Atéheré,
e¥y —eV

2

x =sinhy =

Késhtu gé
e/ -2x-e¥=0

ose duke shumézuar me ¢?,
e —2xe¥ —1=0

Ky éshté njé trinom i fuqisé sé dyté né lidhje me e¥:
(")? = 2x(e")-1=0
Duke e zgjidhur marrim

2

Kujtojmé se eV > 0 por x — Vx2 +1 < 0 (sepse x < Vx2 + 1). Prandaj pranojmé vetém rrénjén pozitive dhe kemi

eV =x+ Va2 +1

eY

E prej kétej
y=In() =In(x + Vx2 + 1)

Derivatet e funksioneve té anasjellta hiperbolike

-

d—(sinh‘lx) = \/11+—x2
;—x(cosh‘lx) = _le\/%
%(tanh‘lx) =7 —1x2
;—x(coth‘lx) =1 —1x2

Funksionet e anasjellta hiperbolike jané quajtur té derivueshém sepse funksionet hiperbolike jané té de-
rivueshém.

Shembull 4.51. Vértetoni se .

Vitaz

Zgjidhje: Le té jeté y = sinh™' x. Atéheré, sinhy = x. Né qofté se derivojmé ekuacionin né ményré implicite né
lidhje me x, marrim

d .1
E(smh xX) =

d
cosh yd—z =1

Megqé cosh? y — sinh” iy = 1 dhe cosh y > 0, ne kemi cosh y = 4/1 + sinh? y, késhtu qé

d_y_ 1 1 _ 1
dx  coshy \/1+sinh2y V1+ a2
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Zgjidhje: Nga ekuacionet e mésipérme kemi

d, . 4,
ﬁ(smh ) =
1

x+ Va2 14x
1

% In(x + Vx2+1)

d(x+ Va2 +1)

X

1+

x4+ Va2 +1

Va2 +1

x2+1+x 1

Shembull 4.52. Gjeni

dx

(x+ Va2 +1) Va2 +1 T Ve+l

4 [tanhfl(sin x)] .

Zgjidhje: Duke pérdorur rezultatet e mésipérme dhe rregullin zinxhir kemi

dr d .
E [tanh (Sll’l.X)] = mﬁ(SlHk’)
cos x 1
= COSX = = —
1—sin’x cos?x  cosx

Ushtrime:

1. Cdo krah i njé katrori rritet me shkallé 6¢cm/s. Me cfaré
shkalle rritet syprina e katrorit kur syprina éshté 16cm??

2. Gjatésia e njé drejtkéndéshi rritet me 8cm/s dhe gjerésia e
tij rritet me 3cm/s. Kur gjatésia éshté 20cm dhe gjerésia 10cm,
sa shpejt rritet syprina e drejtkéndéshit?

3. Rrezja e njé sfere rritet me 4mm/s. Sa shpejt rritet véllimi
i sferés kur diametri éshté 80mm?

4. N.g.se y = x° + 2x dhe dx/dt = 5, gjeni dy/dt kur x = 2.
5. N.g.se x*> + y> = 25 dhe dy/dt = 6, gjeni dx/dt kur y = 4.

6. N.q.sez? = x> + y2, dhe dx/dt = 2, dhe dy/dt = 3. Gjeni
dz/dt kur x = 5 dhe y = 12.

7. Dy makina fillojné lévizjen nga e njéjta piké. Njéra udhe-
ton né drejtim té jugut me 75km/h dhe tjetra drejt peréndimit
me 40km/h. Me cfaré shkalle éshté rritur distanca ndérmjet
makinave pas dy orésh?

8. Njé njeri fillon té ecé drejt veriut duke u nisur nga pika P
mé shpejtési 2m/s. Pesé minuta mé voné njé grua fillon té ecé
drejt jugut duke u nisur nga njé piké 500m nga lindja e pikés
P. Me cfaré shkalle léizin njerzit 15min pasi gruaja ka filluar
levizjen?

9. Njé grimcé léviz pérgjaté kurbés y = «x. Kur grimca
kalon piken (4,2), abshisa x rritet me njé shkallé prej 3cm/s.
Sa shpejt ndryshon distanca e grimcés nga origjina né kété
cast?

10. Dy brinjét e njé trekéndéshi jané 4m dhe 5m dhe kéndi
ndérmjet tyre rritet me shkallé prej 0.06rad/s. Gjeni shkallén
me té cilén rritet syprina e trekéndéshit kur kéndi ndérmjet
brinjéve me gjatési té fiksuar éshté /3.

11. Dy brinjét e njé trekéndéshi jané 12m dhe 15m dhe kéndi
ndérmjet tyre rritet me shkallé prej 2°/min. Gjeni sa shpejt
rritet brinja e treté trekéndéshit kur kéndi ndérmjet brinjéve
me gjatési té fiksuar éshté 60°7?

12. Dy njeréz nisen nga e njéjta piké. Njéri ecén drejt lind-
jes me 3m/s dhe tjetri drejt verilindjes me 2m/s. Sa shpejt
ndryshon distanca ndérmjet tyre pas 20 minutash?

13. Akrepi i minutave té njé ore éshté 8mm i gjaté, ndeérsa
akrepi i orés éshté 4mm i gjaté. Sa shpejt ndryshon distanca
ndérmjet akrepave gjaté ndérrimit t¢ orés?

4.8 Pérafrimet lineare dhe diferencialet

Kemi paré se kurbat jané shumé prané tangenteve té tyre prané pikave té tangenteve. Né fakt nga zmadhimi
rrotull njé pike té grafikut té njé funksioni té derivueshém vémé re se grafiku duket gjithnjé e mé shumeé si tangentja
e vet. Ky vézhgim pérbén bazén pér metodén e gjetjes sé vlerave té péraférta té funksionit.
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Ideja éshté se mund té jeté e lehté té llogaritet njé vleré f(a) e njé funsioni por e véshtiré (ose edhe e pamundur)
té llogariten vlerat e péraférta té f(x). Késhtu gé ne e kemi mé lehté té llogarisim vlerat e funksionit linear L grafiku
i té cilit éshté tangentja e f(x) né pikén (a, f(a)); shih figurén 1. Me fjalé té tjera, pérdorim tangenten né (a, (1)) si
njé pérafrim ndaj kurbés y = f(x) kur x éshté afér a. Njé ekuacion pér kété tangente éshté

y=f@+f@)x-a)
dhe pérafrimi
f) ~ f(@) + f'@)(x - a) (4.40)

quhet pérafrim linear ose pérafrim linear tangent i f(x) né a. Funksioni linear grafiku i té cilit éshté pikérisht
tangentja pra,

L(x) = f(@) + f'(@)(x — a) (4.41)

quhet linearizimi i f(x) né a.
Shembulli né vazhdim éshté tipik i situatave né té cilat pérdorim pérafrimet lineare pér té parashikuar sjelljen
né té ardhmen té njé funksioni t&€ dhéné né trajté empirike.

Shembull 4.53. Gjeni linearizimin e funksionit f(x) = Vx +3 né a = 1 dhe pérdoreni até pér té pérafruar numrat V3.98
dhe V4.05. A jané kéto vlerésime té médha apo mé té vogla se sa vlera e sakté?

Zgjidhje: Derivatii f(x) = (x + 3)!/2 éshté

1
2Vx+3

Késhtu gé kemi f(1) = 2 dhe f'(1) = }l. Duke vendosur kéto vlera né Ek. (??), shohim se linearizimi éshté

@) = 532 =

Lix) = f()+ f(D(x-1) =2+ }I(x ~1)= Z +

A~ R

Pérafrimi linear pérkatés éshté

7 x
3 —+ -
Vx + 1 + 2
ku x éshté afér 1. Né vecanti kemi
7 0,98 7 1.05
V3.98 = 1 + Y 1.995 dhe V4.05 ~ 1 + o = 2.0125

Sigurisht njé makiné llogaritése mund té japé njé pérafrim pér V3.98 dhe V4.05 por pérafrimi linear jep njé pérafrim
pérgjaté njé intervali té téré.
O

Né tabelén e méposhtme krahasojmé vlerésimet e béra nga pérafrimi linear né shembullin e mésipérm me vlerat
e sakta. Vémé re nga kjo tabelé si se pérafrimi linear tangent jep vlerésime té mira kur x éshté afér 1 ky pérafrim
nuk pérkon kur x éshté larg nga 1.

Lind pyetja, sa i miré éshté pérafrimi qé pérftuam tek ky shembull? Shembulli tjetér tregon se duke pérdorur
makina llogaritése grafike apo kompjutera qé ne mund té pércaktojmé njé interval brenda té cilit pérafrimi éshté i
pérshtatshém.

Shembull 4.54. Pér ¢faré vlere té x pérafrimi linear

x+3= -+

1N
1=

—_

éshté i pérshtatshém brenda intervalit me gjerési 0.5 Po me gjerési 0.1?

140 (©Albanian Institute of Mathematics


https://sites.google.com/site/aulonnapress/books/textbooks
https://sites.google.com/site/aulonnapress/books/textbooks
http://www.risat.org

Shaska T. Njehsimi diferencial

Zgjidhje: Me gjerési 0.5 do té thoté se funksioni duhet té ndryshojé nga pérafrimi me mé pak se 0.5:
Vira— (45 <05
4 4
Né ményré ekuivalente, mund té shkruajmé

7
\/x+3—0.5<1+2< Vx+3+05

Kjo do té thoté se pérafrimi linear duhet té shtrihet ndérmjet kurbave té pérftuara nga zhvendosja paralele e kurbés
¥ = Vx+ 3 me 0.5 njési.
Né ményré té ngjashme, shohim se pérafrimi éshté i pérshtatshém brenda intervalit me gjerési 0.1 kur -1.1 <
x<39.
]

4.8.1 Aplikimet né Fiziké

Pérafrimet lineare pérdoren shpesh né Fiziké. Né analizimin e konsekuencave té njé ekuacioni, njé fizikant ka
nevojé ta theshtojé njé funksion duke e zévendésuar até me pérafrimin e vet linear. Pér shembull, né derivimin e
njé formule pér periodén e lavierrésit, librat e fizikés marrin shprehjen a; = —gsin 6 pér nxitimin tangencial dhe e
zévendésojné sin @ me 0 duke patur parasysh se sin 0 éshté shumé afér 0 kur 0 nuk éshté e madhe. Ju mund té
verifioni se linearizimi i funkionit f(x) = sinx né a = 0 éshté L(x) = x dhe késhtu pérafrimi linear né 0 éshté

sinx ~ x

Késhtu q¢, derivimi i formulés pér periodén e lavierrésit pérdor pérafrimin linear tangent pér funksionin sinus.

Njé tjetér shembull ndodh né teoriné e optikés, ku rrezet e drités gé mbérrijné me kénd té pjerrét né boshtin
optik jané quajtur rreze paraksiale. Né optikén paraxiale (ose Gausiane), si sin 6 dhe cos 0 jané zévendésuar nga
linearizimet e tyre. Me fjalé té tjera, pérafrimet lineare

sin@ ~ 0 dhe cosf ~1

jané pérdorur sepse 0 éshté shumé afér 0. Rezultatet e llogaritjeve té béra me kéto pérafrime jané béré mjeti teorik
bazé i pérdorur né dizenjimin e lenteve.

4.8.2 Diferencialet

Ideté né lidhje me pérafrimet lineare shpesh jané formuluar né terminologjiné dhe shénimet e diferencialit. Né
qofté se y = f(x), ku f(x) éshté funksion i derivueshém, atéheré diferenciali dx éshté ndryshore e pavarur; pra, dx
mund t'i jepet vlera e ¢do numri real. Diferenciali dy pérkufizohet né termat e dx nga ekuacioni

dy = f'(x)dx (4.42)

X nga L(x) | vlera aktuale
.9 1.975 | 1.97484176---
. 1. 995 | 1.99499373---
1 2 2.00000000- - -
2. 0125 | 2.01246117---
1.1 2. 025 | 2.02484567 - --
2.25 2.23606797 - - -
3 2.5 2.44948974 - - -

[e8)

N w
=EE
:‘o

o

\O

o

=
o
a1
—_
o
a1

S

Tabela 4.3: Vlerat nga pérafrimi linear.
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Prandaj dy éshté ndryshore i varur; ai varet nga vlerat e x dhe dx. Né qofté se dx i éshté dhéné njé vleré e vecanté
dhe x njé vleré nga bashkésia e pérkufizimit té f(x) atéheré vlera numerike e dy éshté pércaktuar.

Le té jeté P(x, f(x)) dhe Q(x + Ax, f(x + Ax)) dy pika té grafikut t€ f(x) dhe le té jeté dx = Ax. Ndryshimi
korrespondues né y éshté

Ay = f(x + Ax) — f(x)

Koeficenti kéndor i tangentes PR éshté derivati f'(x). Prandaj distanca e drejtpérdrejté nga S deri tek R éshté
f'(x)dx = dy. Prej nga dy pérfagson ndryshimin e linearizimit, ku Ay pérfagson shtesén me té cilén kurba y = f(x)
rritet ose zvoggélohet kur x ndryshon me dx.

Shembull 4.55. Krahasoni vlerat e Ay dhe dy né qofté se y = f(x) = x> + x2 — 2x + 1 dhe x ndryshon (a) nga 2 né 2.05 dhe
(b) nga 2 né 2.01.

Zgjidhje: (a) Kemi
f@=2%+22-22)+1=9
£(2.05) = (2.05)% + (2.05)* — 2(2.05) + 1 = 9.717625
Ay = f(2.05) — f(2) = 0.717625
Né pérgjithési, dy = f'(x)dx = (3x* + 2x — 2)dx. Kur x = 2 dhe dx = Ax = 0.05, kjo béhet
dy = [3(2)* + 2(2) — 2]0.05 = 0.7
(b)

£(2.01) = (2.01)* + (2.01)* = 2(2.01) + 1 = 9.140701
Ay = £(2.01) — f(2) = 0.140701
Kur dx = Ax = 0.01,
dy = [3(2)* +2(2) — 2]0.01 = 0.14

Vémeé re se pérafrimi Ay ~ dy béhet gjithnjé e mé i miré kur Ax béhet gjithnjé e mé i voggl. Shikojmé gjithashtu se
éshté me e lehté té llogaritet dy se sa Ay. Pér funksione mé té komplikuara mund té jeté e pamundur té llogaritet
Ay né ményré té sakté. Né té tilla raste pérafrimi me diferencialin éshté mjaft i pérdorshém.

Né shénimin e diferencialit, pérafrimi linear mund té shkruhet si

fla+dx) ~ f(a) +dy

Pér shembull, pér funksionin f(x) = Vx + 3, ne kemi

dx
dy = f'(x)dx =
y=1 2Vx+3
Né qofté se a = 1 dhe dx = Ax = 0.05, atéheré
0.05
dy = =0.0125
/ 2V1+3

dhe v4.05 = f(1.05) = f(1) + dy = 2.0125.
o
Shembulli yné i fundit ilustron pérdorimin e diferencialit né vlerésimin e gabimit qé béhet gjaté llogaritjeve té
péraférta.

Shembull 4.56. Rrezja e njé sfere u mat dhe u gjet se éshté¢ 21cm me gabim té mundshém né matje té shumtén 0.05cm. Cili
éshté gabimi maksimal né pérdorimin e késaj rrezeje pér té llogaritur véllimin e sferés?
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Zgjidhje: Né qofté se rrezja e sferés éshté r atéheré véllimi i sferés éshté V =

4.3

3mr’. Néne gabimi né vlerén e

llogaritur té r i shénuar me dr = Ar atéheré gabimi korrespondues né vlerén e llogaritur té V éshté AV, i cili mund

té pérafrohet me diferencialin

dV = An’dr

Kur r = 21 dhe dr = 0.05, ky gabim béhet

dV = 41(21)%0.05 = 277

Gabimi maksimal né llogaritjen e véllimit éshté rreth 277cm?.

O

Vérejtje 4.6. Megjithése gabimi né kété shembull mund té duket i madh, njé pamje mé té miré té gabimit e jep gabimi relativ,

i cili njehsohet duke pjestuar gabimin me veéllimin total:

ﬂNd_V_4nr2dr_3ﬂ’

Vv 14

4

=3 3 r
3T

Prandaj gabimi relativ né llogaritjen e véllimit éshté rreth tre heré mé i madh se sa gabimi reativ i rrezes. Né shembullin e
mésipérm gabimi relativ i rrezes éshté aférsisht dr/r = 0.05/21 ~ 0.0024 dhe ky sjell njé gabim relativ reth 0.007 pér véllimin.

Gabimet gjithashtu mund té paraqiten edhe né pérgindje.

Ushtrime:

Gijeni linearizimin L(x) té funksionit né a.

1.
a=-1

flx) = x* +3x2,
2. fx)=lnx,a=1
3. f(x)=cosx,a=m/2
4. fx)=x*,a=16

5. Gjeni njé pérafrim linear té funksionit f(x) = V1 —x né
a = 0 dhe pérdoreni pér té pérafruar numrat V0.9 dhe V0.99.
lustrojeni duke ndértuar grafikun e f(x) dhe té tangentes.

6. Gjeni njé pérafrim linear té funksionit g(x) = V1 + x né
a = 0 dhe pérdoreni pér té pérafruar numrat ¥0.95 dhe V1.1.
Ilustrojeni duke ndértuar grafikun e f(x) dhe té tangentes.

Verifikoni pérafrimin linear né a = 0. Dhe pércaktoni mé
pas vlerat e x pér té cilat pérafrimi linear ndryshon nga
vlera e vérteté me jo mé shumé se 0.1.

7.

8. tanx ~ x

9. 1/(1+2x)*~1-8x

10. ef = 1+x

Gijeni diferncialin e secilit funksion.

11. y = x?sin2x

©Albanian Institute of Mathematics

12. y=1In V1 +
13. y=x/(1+2x)
14. y = e'sint

15. y = )’gﬁ
16. y=(1+x%)73
17. y = e®°t¥

18. y= Vi-Inx

Gjeni diferencialin dy dhe mé pas vlerésoni dy pér vlerat
e dhéna té x dhe dx.

19. y=¢/5,x=0,dx=0.1

20. y=1/(x—1),x=2,dx =-0.01

21. y =cotx, x = 1/4,dx = -0.1

22, y =sinx, x = 11/6, dx = 0.05

Llogarisni Ay dhe dy pér vlerat e dhéna té x dhe dx = Ax.
23. y=x+x3,x=2,Ax=-04

24. y=+x,x=1,Ax=1

25. y=5/x,x=3,Ax=1

26. y=¢',x=0,Ax=05

Pérdorni pérafrimin linear (ose diferencial) pér té vleré-
suar numrat e dhéne.

27. (2.001)°
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28. 6_0'015

29. v99.8

Shpjegoni né termat e pérafrmit linear apo diferencial se
pérse pérafrimet e méposhtme jané té arsyeshme.

30. sec0.08 =~ 1
31. (1.01)° = 1.06
32. In1.05 = 0.05

33. Letéjené f(x) = (x—1)?, g(x) = e, h(x) = 1+In(1-2x).
(a) Gjeni linearizimin pér f(x), g(x) dhe hnéa = 0. Cfaré
véreni? Si e shpjegoni?
(b) Ndértoni grafikét e f(x), g(x), dhe h si dhe té
pérafrimeve lineare té tyre. Pér cilin funksion pérafrimi linear
éshté me i miri? Po mé i keqi? Arsyetojeni kéteé.

34. Rrezja e njé disku rrethor jepet 24cm me njé gabim mak-
simal né matje prej 0.2cm.

(a) Pérdorni diferencialin pér té vlerésuar syprinén e
diskut.

(b) Cili éshté gabimi relativ?
gabimit?

Cila éshté pérgindja e

144

35. Perimetri i njé sfere éshté matur dhe éshté 84cm mé njé
gabim té mundshém prej 0.5cm.

(a) Pérdorni diferencialin pér té vlerésuar gabimin mak-
simal né llogaritjen e syprinés sé sferés. Cili éshté gabimi
relativ?

(b) Pérdorni diferencialin pér té llogaritur gabimin mak-
simal né lloagaritjen e vellimit té sferés. Cili éshté gabimi
relativ?

36. Njé brinjé e njé trekéndeéshi té drejté dihet se éshté 20cm
e gjaté dhe kéndi pérballé éshté 30°, me gabim té mundshém
prej £1°.

(a) Pérdorni diferencialin pér té llogaritur gabimin e béré
né njehsimin e hipotenuzés.

(b) Cila éshté pérgindja e gabimit?

37. Supozojmé se nuk kemi njé formulé pér g(x) por dimé se
Q(2) = —4 dhe g’ (x) = Vx% + 5 pér té gjitha x.

(a) Pérdorni pérafrimin linear pér té vlerésuar g(1.95) dhe
4(2.05).

(b) A jané vlerésimet e pikés (a) shumé té médha apo té
vogla? Shpjegojeni.
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Kapitulli 5

Aplikimet e Derivatit

Ne kemi paré disa nga aplikimet e derivatit, por tani gé njohim rregul-
lat e derivimit e kemi mé té thjeshté pér té studiuar aplikimet e derivatit
mé thellésisht. Késhtu ne do té mésojmé se si derivatet ndikojné né
sjelljen e grafikut té funksionit, dhe se si ndihmojné né gjetjen e vlerés
maksimale dhe minimale té funksionit. Shumé probleme praktike na
kérkojné minimizim ose maksimizimin e madhésive té ndryshme. Pér
shembull né ekonomi ne jemi té interesuar té minimizojmé koston dhe
te maksimizojmé fitimin. Pra, problemi qé na shtrohet éshté gé té gjejmeé
njé ményré zgjidhjeje sa mé optimale pér njé situaté té caktuar. Pér kété
ne duhet té saktésojmé nga ana matematike se ¢do té thoté njé situate
optimale dhe si mund té behet kjo praktikisht.

5.1 Vlerat minimum dhe maksimum

Disa nga aplikimet mé té réndésishme té kalkulusit diferencial jané
problemet e optimizimit. Pra, té gjejmé njé ményrén optimale pér té
béré dicka. Kéto probleme mund té reduktohen né gjetjen e vlerave
maksimale dhe minimale té njé funksioni né rastet ku ne njohim njé
funksion qé pérshkruan sakté situatén qé po pérpiqgemi té optimizojmé.
Le té shpjegojmeé fillimisht se ¢do té thoté vleré minimum dhe maksimum
pér njé funksion té caktuar.

Figura 5.1: Joseph Louis Lagrange

Pérkufizim 5.1. Njé funksion f(x) ka njé maksimum absolut né pikén c né qofté se f(c) > f(x) pér té gjitha x né
D, ku D éshté bashkésia e pérkufizimit té f(x). Numri f(c) quhet vlera maksimum e f(x) né D. Né meényré té
ngjashme, f(x) ka njé minimum absolut né pikén ¢ né qofté se f(c) < f(x) pér té gjithé x né D dhe numri f(c) quhet
vlera minimum e f(x) né D. Vlerat maksimum dhe minimum té f(x) quhen vlerat ekstreme té f(x).

Pér shembull, Fig. ?? tregon grafikun e njé funksioni f(x) me maksimum absolut né ¢ dhe minimum absolut né
d. Vémeé re se (c, f(c)) éshté pika mé e larté e grafikut dhe (d, f(d)) pika mé e "ulét". Né Fig. 22, né qofté se shqyrtojmé
vetém vlerat e x prané c, atéheré f(c) éshté vlera mé e madhe ndér té gjitha f(x) dhe quhet vlera maksimum lokal
e f(x). Né ményré té njéjté, f(d) quhet vlera minimum lokal e f(x) sepse f(d) < f(x) pér x prané d.

Pérkufizim 5.2. Njé funksion f(x) ka maksimum lokal (ose maksimum relativ) né c né qofté se

f(c) = f(x), kur x éshté prané c

(kjo do té thoté se f(c) > f(x) pér té gjitha x breda njé intervali t& hapur qé pérmban c.) Né ményré té ngjashme,

f(x) ka njé minimum lokal né c né qofté se

f(c) < f(x) pér té gjitha x prané c .
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i)

Figura 5.2: Vlerat ekstreme té funksionit

Shembull 5.1. Funksioni
f(x) = cosx

merr vlerén e vet maksimale 1 (lokale dhe absolute) né njé numer té pafundém pikash, meqénése cos 2nm = 1 pér ¢do numer té
ploté n dhe —1 < cosx < 1 per té gjitha x. Né ményré té ngjashme, cos(2n + 1) = =1 éshté vlera minimale, ku n éshté njé
numer i ploté.

O

Shembull 5.2. Né qofté se f(x) = x?, atéheré f(x) > f(0) sepse x* > 0 pér té gjitha x. Atéheré, f(0) = 0 vlera minimum
absolute (dhe lokal)e f(x). Kjo korrespondon me faktin se origjina éshté pika mé e ulét e parabolés y = x*. Por nuk ka piké mé
té larté, késhtu qé ky funksion nuk ka vleré maksimum.

O

Shembull 5.3. Nga grafiku i funksionit f(x) = x°, shohim se ky funksion nuk ka as vler¢ absolute minimumi as vleré absolute
maksimumi. Né fakt nuk ka as vlera ekstreme lokale.

[m]
Kemi paré se disa funksione kané vlera ekstreme dhe disa té tjeré jo. Teorema né vazhdim jep kushtet kur njé
funksion ka vlera ekstreme.

Teorema 5.1 (Teorema e vlerave ekstreme). N¢ qofté se f(x) éshté i vazhdueshém né njé interval té mbyllur [a, b, atéhere
f(x) merr njé vleré maksimumi absolut f(c) dhe njé vleré minimumi absolut f(d) né numrat ¢ dhe d né [a, b].

Vértetim: Detyré lexuesit.
|
Kjo teoremé éshté ilustruar né Fig. ??. Vémé re se njé vleré ekstremumi mund té merret mé shumé se njé heré.
Gjithashtu vértetésia e késaj teoreme éshté e qarté nga ana intuitive.

Teorema 5.2 (Teorema Ferma). Né qofté se f(x) ka njé maksimum apo minimum né c, dhe f’(c) ekziston, atéheré f'(c) = 0

Vértetim: Supozojme se f(x) ka maksimum lokal né c. Atéheré, né lidhje me pérkufizimin, f(c) > f(x) né qofté se x
éshté mjaft afér c. Pra, né qofté se h éshté shumé afér 0, qofté kjo pozitive apo negative, atéheré

fle)= fe+h)

e prej kétej
fle+h)=f(e)<0 (5.1)
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Ne mund té pjestojmé té dy anét e mosbarazimit me njé vleré pozitive. Prandaj né qofté se i > 0 dhe shumé té
vogél, kemi
f@+2-ﬂ@s0

Duke marré limitin e djathté té té dy anéve té kétij mosbarazimi, marrim

h) —
o S =FO
h—0* h—0*

0=0

Por meqénése f’(c) ekziston, kemi

oy =i JEEM = fQ) o fleth) - f(o)
f(© = im 7 = h
dhe késhtu gé kemi treguar se f'(c) < 0.

Né qofté se i < 0, atéheré mosbarazimin (5. 1) ndryshon kah kur pjestojmé me h:

fle+xh-f© _

A h<0

Késhtu gé duke marré limitin e majté, kemi

, . fle+h)—fl©) . fle+h) - f(o)
= —_—_—m - - >
fe)=1im I pm 7 =0
Kemi treguar se f'(c) < 0 dhe f’(c) > 0. Meqgé té dy kéto mosbarazime duhet té jené té vérteta, e vetmja mundési
mbetet té jeté f'(c) = 0.
]
Ne vértetuam teoremén Ferma né rastin e maksimumit lokal. Rasti i minimumit lokal mund té tregohet po
njélloj. Shembujt né vazhdim na tregojné qé teorema Ferma duhet lexuar me kujdes. Ne s’'mund té presim té
lokalizojmé vlerat ekstreme thjesht duke barazuar me zero derivatin e funksionit e mé pas té zgjidhim ekuacionin
f’(x) = 0 né lidhje me x.

Shembull 5.4. Né qofté se f(x) = x>, atéheré f'(x) = 3x?, prandaj f'(0) = 0. Por f(x) nuk ka as maksimum as minimum né
0. Fakti gé f'(0) = O thjesht do té thot? se kurba y = x> ka tangente horizontale né pikén (0,0). Né vend gé té keté minimum
apo maksimum né (0,0), kurba e kalon tangenten horizontale pikérisht né até pike.

O

Shembull 5.5. Funksioni f(x) = |x| ka vleré minimumi (absolute dhe lokale) né 0, por ajo vleré nuk mund té gjendet nga
zgjidhja f'(x) = 0 sepse f’(0) nuk ekziston.

O

Vérejtje 5.1. Dy shembujt e fundit na tregojné se duhet té jemi shumé té kujdesshém né pérdorimin e teoremés Ferma. I pari
nga kéta tregon se edhe pse f'(c) = 0 kjo nuk mjafton qé funksioni té keté minimum apo maksimum né c. Me fjalé té tjera e
anasjellta e teoremés Ferma nuk éshté e vérteté. Pér mé tepér, mund té keté vleré ekstremumi edhe kur derivati nuk ekziston.

Teorema Ferma na sugjeron gé ta fillojmé kérkimin e ekstremeve né pikat ku derivati anullohet apo nuk ekziston.
Té tilla pika kané njé emértim té vecanteé.

Pérkufizim 5.3. Piké kritike e njé funksioni f(x) quhet njé numér x = ¢ nga bashkésia e pérkufizimit té f(x) e tillé
gé f'(c) = 0 ose f'(c) nuk ekziston.

Shembull 5.6. Gjeni pikat kritike té funksionit
) = 254 - x).
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Njehsimi diferencial Shaska T.

Zgjidhje: Rregulli i prodhimit na jep

_34-x) 45 3(@-x)-5x 12-8x
Tos2s T T s 52

f(x) = gx_2/5(4 —x) +x*5(-1)

Prej nga f'(x) = 0 kur 12 — 8x = 0, domethéng, x = 3, dhe f’(x) nuk ekziston kur x = 0. Késhtu qé numrat kritiké
jané 3 dhe 0.
O
Teorema Ferma mund té riformulohet si mé poshté:

Teorema 5.3 (Ferma). Né qofté se f(x) ka maksimum apo minimum lokal né c, atéheré c éshté numér kritik.

Pér té gjetur maksimumin absolut apo minimumin absolut té njé funksioni t&¢ vazhdueshém né njé interval
té mbyllur, vémeé re se gjithashtu mund té jeté edhe lokal apo njé pike skajore e intervalit. Prandaj procedura e
méposhtme ka vend.

5.1.1 Vlerat kritike né njé interval té mbyllur

Pér té gjetur vlerén maksimum dhe minimum t€ njé funksioni f(x) né njé interval t&€ mbyllur [a, b] veprojme si
me poshté:

1. Gjejmé vlerat e f(x) né numrat kritiké té f(x) né (a,b).
2. Gjejme vlerat e f(x) né skajet e intervalit.

3. Vlera mé e madhe e llogaritur nga hapat 1 dhe 2 &shté vlera maksimum absolut; mé e vogla e kétyre vlerave
éshté vlera minimum absolut.

Shembull 5.7. Gjeni vlerén minimum dhe maksimum absolut té funksionit

flx)=x>=3x*+1, pér —%Sxéél

Zgjidhje: Meqg f(x) éshté i vazhdueshém né [, 4], atéheré
fx) = x* =3x% + 1, dhe f'(x) = 3x* — 6x = 3x(x — 2)

Megé f’(x) ekziston pér té gjitha x, t€ vetmit numra kritiké jané kur derivati anullohet, pra f’(x) = 0, domethéné
x = 0 dhe x = 2. Vémé re se secili nga numrat kritiké ndodhet né intervalin (—%,4). Vlerat e funksionit né kéto
numra kritiké jané

f(0)=1dhe f(2) = -3
Vlerat e f(x) né skajet e intervalit jané

1y 1
—=| =5 dhe f(4) =17.
£(-3) = § he Fea

Duke krahasuar kéto katér vlera, shohim se vlera e maksimumit asolut éshté f(4) = 17 dhe vlera e minimumit
absolut éshté f(2) = —3. Vémeé re se né kété shembull maksimumi absolut ndodh né njé skaj té intervalit té mbyllur
ndérsa minimumi né njé pike kritike.
]
Né qofté se ju keni njé makiné llogaritése grafike apo njé kompjuter me software pér grafiké, éshté e mundur té
llogariten vlerat minimum dhe maksimum shumé lehté. Por sikurse tregohet né shembullin né vazhdim, kalkulusi
nevojitet pér té gjetur vlerat e sakta.

Shembull 5.8. Gjeni vlerat minimum dhe maksimum absolut té funksionit

f(x) =x—-2sinx, pér0 <x <2m
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Zgjidhje: Funksioni f(x) = x — 2sinx éshté i vazhdueshém né [0,271]. Meqgé f'(x) = 1 —2cosx, ne kemi f'(x) = 0
kur cosx = 3 dhe kjo ndodh kur x = £ ose 2. Vlerat e f(x) né kéto pika kritike jané

Tt TT

f(_) = = —2sins = = — V3~ —0.684853

3 3 3

dhe

Vlerat e f(x) né skaje jané

T
3

=2 V3 ~ 6.968039

3

£(0) = 0 dhe f(2m) = 2t ~ 6.28

Duke krahasuar kéto katér numra dhe duke pérdorur metodén e intervalit té mbyllur, shohim se vlera minimum
absolut éshté f (%) = I — V3 dhe vlera maksimum absolut éshté f (5?“) =2+ 3.

Ushtrime:

1. Shpjegoni ndryshimin ndérmjet maksimumit absolut dhe
maksimumit lokal.

2. Supozojmé se f(x) éshté njé funksion i vazhdueshém né njé
interval té mbyllur [a, b].

(a) Cila teoremé siguron ekzistencén e njé maksimumi ab-
solut dhe té njé minimumi absolut pér f(x) ?

(b) Cfaré hapash duhet té ndigni pér té gjetur kéto mini-
mum dhe maksimum absolut?

3. Ndértoni grafikun e njé funksioni f(x) i cili éshté i vazh-
dueshém né [1,5] dhe ka minimum absolut né 2, maksimum
absolut né 3, minimum lokal né 4.

4. Ndértoni grafikun e njé funksioni f(x) i cili éshté i vazh-
dueshém né [1,5] dhe ka minimum absolut né 1, maksimum
absolut né 5, minimum lokal né 4.

5. Ndértoni grafikun e njé funksioni f(x) i cili éshté i vazh-
dueshém né [1,5] dhe ka minimum absolut né¢ 2, maksimum
absolut né 5, maksimum lokal né¢ 3, dhe minimum lokal né 2
dhe 4.

6. Ndértoni grafikun e njé funksioni f(x) i cili éshté i vazh-
dueshém né [1, 5] dhe nuk ka minimum apo maksimum lokal,
por 2 dhe 4 jané pika kritike.

7. (a) Ndértoni grafikun e njé funksioni i cili ka maksimum
lokal né 2 dhe éshté i derivueshém né 2.

(b) Ndértoni grafikun e njé funksioni i cili ka maksimum
lokal né 2 dhe éshté i vazhdueshém né 2 por jo i derivueshém
né 2.

(c) Ndértoni grafikun e njé funksioni qé ka maksimum lokal
né 2 dhe nuk éshté i vazhdueshém né 2.

8. (a) Ndértoni grafikun e njé funksioni né [-1, 2] i cili ka njé
maksimum absolut por nuk ka maksimume lokale.

(b) Ndértoni grafikun e njé funksioni né [—-1, 2] i cili ka njé
maksimum absolut por nuk ka minimum absolut.

©Albanian Institute of Mathematics
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9. (a) Ndértoni grafikun e njé funksioni i cili ka dy maksimume
lokale dhe njé minimum lokal dhe jo minimum absolut.

(b) Ndértoni grafikun e njé funksioni i cili ka tre minimume
lokale, dy maksimume lokale, dhe shtaté numra kritike.

Ndértoni grafikun e funksionit t¢ dhéné dhe pérdoreni
pér té gjetur maksimumet lokale dhe absolut, si dhe min-
imumet lokale dhe absolut té tij.

10. f(x)=8-3x,x2>1

11. f(x)=3-2x,x<5

12. f(x)=x%,0<x<2

13. f(x)=x%,0<x<2

4. f(x)=x%,0<x<2

15. f(x)=x3,0<x<2

16. f(x)=x% -3<x<2

17. f(x) =1+ (x+1)? -2<x<5
18. f(x)=lnx, 0<x<2

19. f(x) =cosx, =3m/2 < x < 3m/2
20. f(x)=1- +x

21. f(x)=¢"

22,
() = 1-x néqgoftese 0<x<2
o) = 2x—4 néqoftése 2<x<3

23.
4 — 5?

2x —1 né qofté se

né qoftése —-2<x<0
0<x<2?2

f) = {

Gjeni numrat kritiké pér funksionet.

24. f(x) = 5x? + 4x

149


https://sites.google.com/site/aulonnapress/books/textbooks
https://sites.google.com/site/aulonnapress/books/textbooks
http://www.risat.org

Njehsimi diferencial

Shaska T.

25. f(x) =x>+x2—x
26. f(x) = x> +3x% — 24x

27. f(x) =3 +x2+x

28. f(x) = 3x* +4x% — 6x2
29. f(x) =13x — 4|

30. f(x) = 7

1. £ = L

32. h(x) = x3/% — 2x1/4

33. f(x) = VI-22

34. f(x) = x*5(x — 4)2

35. f(x) = x1/3 —x7213
36. f(x) =2cosx+ sin? x
37. f(x) =4x —tanx

38. f(x) = x%e 3"

39. f(x) =x2Inx

Eshté dhéné formula pér derivatin e funksionit f(x). Sa
numra kritiké ka f(x)

40.
f/(x) = 5e M ginx — 1
41. )
s~ _ 100cos” x
T

Gjeni vlerat e maksimumit dhe minimumit absolut té
f(x) né intervalin e dhéné.

2. f(x) =322~ 12x+5[0,3]

43. f(x)=x*-3x+1,1[0,3]

44. f(x) =2x>—-3x2 —12x +1,[-2,3]
45. f(x) = x> —6x% +9x + 2, [-1,4]
46. f(x) =x* —2x2 +3,[-2,3]

47. f(x) = (® - 1), [-1,2]

48. f(x) = 2+, 10,2]

5.2 Teorema e Vlerés sé Mesme

49. f(x) = 52, [-4,4]
fx) =xV4-2x2,[-1,2]
f(x) = Yx(8 - x), [0,8]

f(x) =2cosx +sin2x, [0, /2]

50.
51.
52.

53. f(x) = x + cot(x/2), [1t/4,7m/4]

54. f(x) = xe /8, [~1,4]

55. f(x) =x—Inx, [3,2]

56. f(x) = In(x* +x+1),[-1,1]

57. f(x) =e ¥ =¢2,[0,1]

58. Né qofté se a dhe b jané dy numra pozitivé, gjeni vlerén
maksimum té f(x) = x*(1-x)?,0 <x < 1.

59. Pérdorni grafikun pér té vlerésuar numrat kritiké té
f(x) = |x® — 3x2 + 2| me saktési deri né njé shifér pas presjes
dhjetore.

60. (a) Pérdorni grafikun pér té vlerésuar vlerat maksimum
dhe minimum té funksionit me saktési deri né dy shifra pas
presjes dhjetore.

(b) Pérdorni kalkulusin pér té gjetur vlerat e sakta té mak-
simumit dhe minimumit.

f)=x"-x*+2, -1<x<1

61. f(x) =%, -1<x<0

62. f(x) =xVx—2x2

63. f(x)=x—-2cosx, -2<x<0

64. Veértetoni se 5 éshté numér kritik pér funksionin
h(x) =2+ (x = 5)°

65. N¢ qofté se f(x) ka njé vleré minimum né c, tregoni se
funksioni g(x) = — f(x) ka vleré maksimum né c.

66. Njé funksion kubik éshté njé polinom i gradés sé treté; pra
ka formén f(x) = ax® + bx* + cx +d, kua # 0.

(a) Vertetoni se funksioni kubik mund té keté dy, njé, ose
asnjé numeér kritik. Jepni shembuj pér secilin rast.

(b) Sa vlera ekstreme lokale mund té keté njé funksion ku-
bik?

Do té shohim se shumé nga rezultatet e kétij kapitulli varen nga teorema e Langranzhit. Por pér t&€ mbérritur né

kété teoremé na duhet fillimisht rezultati i méposhtém.
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Teorema 5.4 (Teorema Role). Le té jeté f(x) njé funksion i cili plotéson kushtet:
1. f(x) éshté i vazhdueshém né intervalin e mbyllur [a, b].
2. f(x) éshté i derivueshém né intervalin e hapur (a, b).
3. f(a) = f(b)

Ateheré ekziston njé numeér c né (a, b) i tillé gé f'(c) = 0.

Vértetim: Kemi tre raste,

Rasti I f(x) = k, njé konstante Atéheré f’(x) = 0 prandaj numér ¢ mund té merret secili nga numrat e intervalit
(a,b).

Rasti II f(x) > f(a) pér ndonjé x né (4, b). Nga teorema e vlerave ekstreme f(x) ka vleré maksimum né [a, b]. Meqé
f(a) = f(b) duhet pritur qé vlera maksimum té merret né njé piké c né intervalin e hapur (a,b). Atéheré, f(x)
ka maksimum lokal né ¢ dhe nga kushti 2, f(x) éshté i derivueshém né c. E prej kétej nga Teorema Ferma,

f(0) = 0.

Rasti III f(x) < f(a) pér ndonjé x né (a,b). Nga Teorema e vlerés ekstreme, f(x) ka njé vleré minimumi né [a, b] dhe
meqénése f(a) = f(b) pritet gé ky minimum té arrihet né njé piké té (a, b). Pérséri nga Teorema Ferma f(c) = 0.

Kjo pérfundon vértetimin e teoremés.

ME poshté po japim dy ilustrime grafike té Teoremés Role.

Rolle's Theorem Applied to Rolle’s Theorem Applied to
tix) = sin{x) fix) =x"34*x+1
on the Interval [1,3*Pi-1] on the Interval [-1, 1/2+1/2%13%(1/2)]

]:. . - — S e o R e B S S S S LSS

fix) fix)

Figura 5.3: Ilustrime grafike té Teoremés Role.

Shembull 5.9. Le té aplikojmé Teoremén Role ndaj funksionit pozicion s = f(t) té njé objekti lévizés. Né qofté se objekti éshté
né té njéjtin pozicion né dy caste té ndryshme t = adhe t = b, atéheré f(a) = f(b). Teorema Role thoté se ka njé ¢ast kohe t = ¢
ndérmjet a dhe b ku f'(c) = 0; qé do té thoté se shpejtésia éshté 0.

Shembull 5.10. Vértetoni se ekuacioni
PB+x-1=0
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Zgjidhje: Fillimisht pérdorim Teoremén mbi té mesmen pér té treguar se ekziston njé rrénjé. Le té jeté
fx) = +x-1.

Atéheré, f(0) = =1 < 0 dhe f(1) =1 > 0. Megé f(x) éshté njé funksion polinomial atéhére ai éshté i vazhdueshém
dhe nga teorema mbi té mesmen del se ka njé numér ¢ ndérmjet 0 dhe 1 té tillé gé f(c) = 0. Prandaj ekuacioni i
dhéné ka njé rrénjé.

Pér té treguar se ekuacioni nuk ka rrénjé tjetér, ne pérdorim Teoremén Role dhe arrijmé né njé kontradiksion.
Supozojmé se ai ka dy rrénjé a dhe b. Atéheré, f(a) = f(b) = 0 dhe meqgénése f(x) éshté polinom, ai éshté i
derivueshém né (g, b) dhe i vazhdueshém né [a, b]. Késhtu gé plotésohen té tre kushtet e teoremés Role. E pra ka
njé numeér ¢ ndérmjet a dhe b té tillé gé f’(c) = 0. Por

f(x)=3%+1>1 pér¢doxeR

Megg x> > 0 del se f’(x) s'mund té béhet kurré zero. Kjo na con né njé kontradiksion, i cili erdhi si rezulat i supozimit
se polinomi ka dy rrénjé. Késhtu qé ekuacioni s'mund té keté dy rrénjé reale.
O
Pérdorimi kryesor i Teoremés Role éshté né vértetimin e teoremés sé réndésishme e cila u vértetua fillimisht nga
njé tjetér matematikan francez, Jozef-Louis Langranzh.

Teorema 5.5 (Teorema Langranzh ose Teorema e Vlerés sé Mesme). Le té jeté f(x) njé funksion i cili plotéson kushtet
1. f(x) éshté i vazhdueshém né intervalin e mbyllur [a, b].
2. f(x) éshté i derivueshém né intervalin e hapur (a, b).

Ateheré ekziston njé numér ¢ né intervalin (a, b) i tillé gé

oy JO) —f@)
[ === (5.2)
ose né ményré ekuivalente
fb) = f(a) = f(c)(b - a) (5.3)

Vértetim: Aplikojmé teoremén Role tek njé funksion i ri & i ndértuar si diferencé ndérmjet f(x) dhe funksionit
grafiku i té cilit éshté sekantja AB. Duke pérdorur Ek. (??), shohim se ekuacioni i sekantes AB mund té shkruhet si

- f =TI
ose si
f(a)+f() f() o
Késhtu gé,
f() f

h(x) = f(x) = f(a) -

Fillimisht duhet t& verifikojmé né qofté se h plotéson kushtet e Teoremes Role.

Sé pari, funksioni h éshté i vazhdueshém né intervalin e mbyllur [a, b] sepse éshté shumé e f(x) dhe njé polinomi
té gradés sé paré, secili prej tyre éshté funksion i vazhdueshém.

Sé dyti, funksioni & éshté funksion i derivueshém né intervalin e hapur (a,b) sepse dhe f(x) dhe polinomi i
gradés sé paré jané té derivueshém. Né fakt ne mund ta njehsojmé direkt 4’ dhe kemi:

—-a) (5.4)

W = f - LO=I0
Sé treti,
o) = f@) - fo) - LT gy =g
b
hO) = £6) - f@) - ’%(b ~a) = £0) - £@) - L) - f@] = 0.
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Pra, h(b) = h(a). Meqé h plotéson kushtet e Teoremés Role atéheré teorema thoté se ekziston njé numér ¢ né (a,b) i
tille qé h’(c) = 0. Prej nga

b) —

0=1()=f()- %
dhe prej kétej o
- fla
f/(C) = %

Kjo pérfundon vértetimin e teoremés.

Le té shohim tani disa ilustrime grafike té Teoremés sé Vlerés s¢ Mesme.

200
150
100 ]
50
1
o
i i
ol
6{_,—'—"‘_'_ T T T T 1
-1 o 1 2 3 4
1 a1
— ) [—/)]
On the interval [ 1. 107, the Mean Value Theorem is illustrated for the On the interval [ -1, 4], the Mean Value 'I:hmrrm 15 illustrated for the
function / r) =cos(.r). function /7 r) =t =32 +4r+1.

Figura 5.4: Ilustrime grafike té Teoremés sé Vlerés sé Mesme.

Shembull 5.11. Pér té ilustruar teoremén Langranzh me njé funksion té vecanté, le té shqyrtojmé funksionin
fx)=x"—x, pera=0, dheb=2.

Megé f(x) éshté njé polinom, ai éshté i vazhdueshém dhe i derivueshém per té gjitha x, e késhtu edhe né [0,2] dhe (0, 2)
pérkatésisht. Nga teorema Langranzh ekziston njé numeér ¢ né intervalin (0, 2) i tillé qé

f@) - f0) = f()2-0)
Tani £(2) = 6 dhe f(0) = 0, dhe f'(x) = 3x — 1, késhtu qé ekuacioni béhet

6=03%-12=6c*-2
icilinajep > =3, prac = £2/ V3. Por ¢ duhet té shtrihet né (0,2), késhtu gé ¢ = 2 V3.

O
Shembull 5.12. Né qofté se njé objekt léviz pérgjaté njé vije té drejté me funksion té pozicionit s = f(t), ateheré shpejtésia
mesatare ndérmjet t = a dhe t = b éshté
f(b) - fla)

b-a
dhe shpejtésia né t = c éshté f'(c). Prandaj teorema e Langranzhit na thoté se né njé cast t = ¢ ndérmjet t = a dhe t = b
shpejtésia e castit f'(c) éshté e njéjté me shpejtésiné mesatare. Pér shembull, né qofté se makina ka udhétuar 180km né dy oré
ateheré shpejtési matési duhet té keté lexuar té paktén njé heré 90km/h.
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Né pérgjithési, Teorema Langranzh mund té interpretohet duke théné se ekziston njé numér tek i cili raporti i
ndryshimit té castit éshté e barabarté shkallén mesatare té ndryshimit gjaté njé intervali. Kuptimi themelor i késaj
teoreme éshté té na mundésojé pérftimin e informacionit pér njé funksion duke u nisur nga informacioni né lidhje
me derivatin e tij.

Shembull 5.13. Supozojmé se f(0) = =3 dhe f’(x) < 5 pér té gjitha vlerat e x-it. Sa e madhe mund té jeté vlera f(2)?

Zgjidhje: Na éshté dhéné se f(x) éshté i derivueshém kudo gé do té thoté qé éshté edhe i vazhdueshém. Ne mund
té aplikojmeé teoremén Langranzh né intervalin [0, 2]. Ekziston njé numér c i tillé qé

f@)-£0)=f(©)2-0)
késhtu qé f(2) = f(0) +2f'(c) = =3 + 2f’(c). Na éshté dhéné f’(x) < 5 pér té gjitha x, késhtu gé né vecanti ne e dimé

se f’(c) < 5. Duke shumézuar té dy anét e kétij mosbarazimi me 2, kemi 2f’(c) < 10, prandaj

fQ)=-3+2f()<-3+10=7

Pra, vlera mé e madhe e mundshme pér f(2) éshté 7.
o
Kjo teoremé mund té pérdoret pér té sistemuar disa fakte bazé né kalkulusin diferencial. Njé nga kéto fakte
bazé éshté teorema né vazhdim. Té tjera do shihen né paragrafet né vijim.

Teorema 5.6. N¢ qofté se f'(x) = 0 peér té gjitha x né intervalin (a, b) atéheré f(x) éshté konstant né (a, b).

Vértetim: Le té jené x; dhe x, dy numra té ¢farédoshém né (g, b) té tillé gé x; < x,. Meqé f(x) éshté i derivueshém
né (a,b) ai éshté i derivueshém edhe né (xq, x2) dhe i vazhdueshém né [x;, x2]. Duke zbatuar teoremén Langranzh
pér f(x) né intervalin [x1, x2], ne gjejmé numrin c té tillé gé x; < ¢ < x, dhe

f@xa) = f(x1) = f1(e)xz = x1) (5:5)
Megé f'(x) = 0 pér té gjitha x, kemi f’(c) = 0, dhe késhtu ekuacioni i mésipérm merr trajtén

flx2) = f(x1) = 0 ose f(xz) = f(x1)

Pra, f(x) ka té njéjtén vleré né ¢do dy pika x; dhe x, né (g, b). Kjo do té thoté se f(x) éshté konstant né (g, b).
[m]

Rrjedhim 5.1. Né qofté se f'(x) = §’(x) pér té gjitha x né intervalin (a, b), atéheré f — g éshté funksion konstant né (a, b), pra
kéta funksione ndryshojn nga njéri tjetri me njé konstante f(x) = g(x) +c.

Vértetim: Le té jeté F(x) = f(x) — g(x). Atéheré
F(x)=f(x)-g'x)=0

pér té gjitha x € (a,b). Prandaj kemi qé F(x) éshté konstant, domethéné f — g éshté konstant.

Vérejtje 5.2. Le té jeté

x né qofté se x>0

ro=5-{",

|| né qoftése  x <0

Bashkésia e pérkufizimit té f(x) éshté D = {x|x # 0} dhe f'(x) = O pér té gjitha x né D. Por éshté e dukshme se ky funksion nuk
eéshté konstant. Kjo nuk e kundérshton teoremeén sepse D nuk éshté njé interval. Vemé re se f(x) éshté konstant né intervalet
(0, ) dhe (—c0, 0).

Shembull 5.14. Vértetoni identitetin
tan"!x + cot™ ' x = /2.
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Njehsimi diferencial

Zgjidhje: Edhe pse nuk éshté e nevojshme té pérdoren teknika té kalkulusit pér ta vértetuar kété identitet, vértetimi
duke pérdorur kalkulusin éshté mé i lehté. Né qofté se f(x) = tan™! x + cot™! x atéheré

frx) =

1

1+22 1422

pér té gjitha vlerat e x. Prandaj éshté njé funksion konstant, f(x) = c. Pér té pércaktuar vlerén e c-sé€ , ne zévendésojmé

x =1 (sepse e llogarisim saktésisht f(1)). Atéheré

c=f(1)= tan'1+cot™ 1=

Prandaj, tan™! x + cot™! x = 1/2.

Ushtrime:

Verifikoni né qofté se funksioni plotéson té tre kushtet e
Teoremés Role né intervalin e dhéné. Atéheré, gjeni té
gjithé numrat c qé kénaqgin konluzionin e Teoremés Role.

1. f(x) =5-12x+3x%,[1,3]
2. f(x)=x>—x>—6x+2,[0,3]
3. f@) = - 1% 0,9

4. f(x) =cos2x, [1t/8,77/8]

5. Le té jeté f(x) = tanx. Vértetoni gé¢ f(0) = f(m), por nuk
ka asnjé numer c né (0, m) té tillé q¢

£ =o.
A plotésohen kushtet e Teoremés Role?

6. Le té jeté

flx)=1-x25.
Vértetonise f(—1) = f(1), por nuk ka asnjé numer cné (-1,1)
te tillé gé f'(c) = 0. A plotésohen kushtet e Teoremés Role?

Verifikoni né qofté se funksioni plotéson kushtet e Teo-
remés sé Lagranzhit né intervalin e dhéné. Atéherg, gjeni
té gjithé numrat ¢ gé plotésojné konluzionin e Teoremés
sé Lagranzhit.

7. f(x) =3x* +2x +5,[-1,1]
8. f(x)=x*+x-1,[0,2]

9. f(x) =e*,[0,3]

10. f() = =5, [1,4]

11. Leté jeté f(x) = (x—3)?. Vértetoni se nuk ka asnjé numér
c né (1,4) te tille gé

f@-f1)=fE-1).

©Albanian Institute of Mathematics
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12. Le té jeté f(x) = 2 — |2x — 1|. Veértetoni se nuk ka asnjé
numér ¢ né (0, 3) té tillé qé

f3) = £0) = f'(©)@3-0).
13. Vértetoni se ekuacioni

1+2x+ 3 +4xX° =0

14. Vértetoni se ekuacioni

2x—1-sinx =0,
15. Vértetoni se ekuacioni

¥ —15x+¢ = 0,
ka té shumtén njé rrénjé reale né [-2, 2].
16. Vértetoni se ekuacioni

¥ +4x+c=0,

ka té shumtén dy rrénjé reale.

17. (a) Vértetoni se njé polinom i grades sé treté ka té shumtén

(c) A mund ti pérgjithésoni pikén (a) dhe (b).
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19. Né qgofté se f(1) = 10, f'(x) = 2 pér 1 < x < 4, sa e vogel
mund té jeté f(4)?

20. Supozojmé se 3 < f(x) < 5 pér té gjitha vlerat e x. Verte-
toni se 18 < f(8) — f(2) < 30.

21. A ekziston njé funksion f(x)itillé g¢ f(0) = -1, f(2) =4,
dhe f'(x) < 2 pér té gjitha x?

22. Supozojmé se f(x) dhe g(x) jané té vazhdueshém né [a, b]
dhe té derivueshém né (a,b). Supozojmé se f(a) = g(a) dhe
f'(x) < g (x) péra < x < b. Veértetoni se f(b) < g(b).

23. Veértetoni se

1
V1+x<1+§x,

né qofté se x > 0.

24. Supozojmé se f(x) éshté funksion tek dhe i derivueshém
kudo. Vértetoni se pér ¢do numer pozitiv b, ekziston njé numer
cné (=b,b), itillé g¢ f'(c) = f(b)/b.

25. Pérdorni Teoremén e Lagranzhit pér té treguar se ka vend
mosbarazimi
|sinag —sinb| < |a — b|

pér ¢do a dhe b.

26. NEé qofté se f'(x) = c (c éshté konstante), pér té gjitha x,
tregoni se f(x) = cx + d pér ndonjé konstante d.

27. Le té jeté f(x) = 1 dhe

né qofté se x>0
g(x) =
+1 néqoftéese x<0

RIP R

Vértetonise f'(x) = g'(x) pér té gjitha x nga bashkésia e pérku-
fizimit té tyre. A mund té dalim né pérfundimin se f — g ésht¢
njé konstante?

28. Vértetoni identitetin

LX
arcsin
x+1

= 2arctan Vx — g

5.3 Pércaktimi i grafikut té njé funksioni népérmjet derivatit

Shumé aplikime té kalkulusit jané té lidhura me studimin e funksioneve.

Pér mé tepér me studimin e funksionit népermjet derivatit té tij. Pra, pér
funksione pér te cilat llogaritja e derivatit nuk paraget ndonje véshtirsi, ¢'mund
te themi pér veté funksionin. Kjo shprehet kryesisht me studimin e grafikut
té funksionit i cili éshté paraqitja gjeometrike e funksionit. Kur ne ndértojmé
grafikun e njé funksioni sa té sigurté jemi qé ky éshté vértet grafiku i sakté? Né
kété leksion ne do té mésojmé se si té ndértojmé me siguri grafikun e funksionit

népérmjet studimit té derivateve té tij.

Pér arsye se f’(x) pérfagson koeficentin kéndor té tangentes ndaj kurbés
y = f(x) né pikén (x, f(x)), ai na tregon drejtimin sipas té cilit kurba pérparon
né ¢do piké. Keéshtu qgé éshté me vend gé té presim qé informacioni rreth
f’(x) té na sigurojé informacion pér f(x). Mé poshté do té shohim se jo vetém
derivati f’(x) por edhe derivati i dyte f”’(x) na japim shumé informacion mbi
funksionin f(x). Fillojme me studimin e f’(x) dhe se ¢faré informacioni mund

té nxjerrim mbi f(x).

5.3.1 Cfaré na tregon f’(x) pér f(x)?

Figura 5.5: K. Runge

Té shohim tashmé se ¢fraé informacioni mund té pérfitojmé pér f(x) duke studiuar f"(x).

Teorema 5.7. a N¢ qofté se f'(x) > 0 né njé interval, atéheré f(x) éshté rrités né até interval.

b Né qofté se f'(x) < 0 né njé interval, atéheré f(x) éshté zbrités né até interval.

Vértetim: (a) Le té jené x; dhe x, dy numra ¢farédo né njé interval té tillé qé x; < x,. Né pérputhje me pérkufizimin
e funksionit rrités na duhet té vértetojmé se f(x1) < f(x2). Meqené qofté se na éshté dhéné se f’(x) > 0, ne dimé
tashmé se f(x) éshté i derivueshém né [x1, x;]. Prandaj nga teorema Lagranzh ekziston njé numér c ndérmjet x; dhe

X2 itille qé

flx2) = f(x1) = f'(c)(x2 — x1)

156

(5.6)

(©Albanian Institute of Mathematics


https://sites.google.com/site/aulonnapress/books/textbooks
https://sites.google.com/site/aulonnapress/books/textbooks
http://www.risat.org

Shaska T. Njehsimi diferencial

Tani f’(c) > 0 dhe x, — x; > 0 sepse x; < x. Prandaj ana e djathté e ekuacionit té mésipérm éshté pozitive, dhe
késhtu qé

f2) = f(x1) > 0 ose f(x1) < f(x2)
Kjo tregon se f(x) éshté rrités. Pjesa (b) vértetohet po njélloj.

Le té shohim tani disa ilustrime grafike té teoremés sé mésipérme.

2—4r+2
x—1

On the interval [ =3, 3], a chart of /{ x} =

On the interval [0, 2 ], a chart of /( v) =sin( )

Figura 5.6: Ilustrime grafike té teoremés sé mésipérme.

Shembull 5.15. Gjeni se né ¢faré intervalesh funksioni
f(x) =3x* —4x® — 1227 + 5,

éshté rrités dhe zbrités.

Zgjidhje: Derivati i funksionit éshté
F(x) = 12x% — 12x% — 24x = 12x(x — 2)(x + 1).

Pér té pérdorur testin e mésipérm na duhet t€ dimé se ku f’(x) > 0 dhe ku f’(x) < 0. Kjo varet nga shenja e tre
faktoréve té f’(x) e pikérisht 12x, x — 2, dhe x + 1. E ndajmé boshtin real né intervale skajet e té cilave jané numrat
kritiké —1, 0 dhe 2. Dhe shkruajmé té dhénat né njé tabel€, ku me shenjén + nénkuptojmé se shprehja éshté pozitive
dhe me shenjén minus se shprehja éshté negative. Kolona e fundit e tabelés na jep konkluzionin e bazuar né testin
e shqyrtuar mé paré. Pér shembull f’'(x) < 0 pér 0 < x < 2, do té thoté se f(x) éshté zbrités né (0, 2).

intervali | 12x | x—2 | x+1 || f'(x) f(x)
x<-1 - - - - zbrités né (—oo, —1)
-1<x<0| - - + + rrités né (—1,0)
0<x<?2 + - + - zbrités né (0, 2)
x>2 + + + + rrités né (2, 00)

Tabela 5.1: Vlerat e funksionit né intervalet pérkatése.

O

Rikujtojmé nga paragrafi i méparshém se né qofté se f(x) ka maksimum apo minimum lokal né x = c, atéheré
x = c duhet té jeté pikeé kritike pér f(x). Por jo ¢do piké kritike mund té jeté minimum apo maksimum. Késhtu qé
ne na nevojitet njé test qé té na tregojé se kur njé funksion ka ose jo maksimum apo minimum né njé piké kritike.

Ju mund ta shihni nga Tabela ?? se f(0) = 5 éshté vleré maksimumi lokal e f(x) sepse f(x) rritet né (-1,0) dhe
zvogélohet né (0,2). Ose né termat e derivatit, f'(x) > 0 pér -1 < x < 0 dhe f'(x) < 0 pér 0 < x < 2. Me fjalé té tjera,
shenja e f’(x) ndryshon nga pozitive né negative kur kalon népér 0. Ky vézhgim éshté baza e testit né vazhdim.
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Lema 5.1 (Testi i derivatit té paré). Supozojmé se ¢ éshté njé piké kritike e njé funksioni té vazhdueshém f(x).
(a) Neé qofté se f’ ndryshon nga pozitiv né negativ kur kalon népér c, atéheré f(x) ka maksimum lokal né c.
(b) Né qofté se f" ndryshon nga negativ né pozitiv kur kalon népér c, atéheré f(x) ka minimum lokal né c.
(c) Né qofté se f’ nuk ndryshon shenjé kur kalon népér c, atéheré f(x) nuk ka as minimum as maksimum lokal né c.
Testi i derivatit té paré vjen si rrjedhim i testit té¢ monotonisé. N&é pjesén (a) pér shembull shenja e f’(x) ndryshon
nga pozitive né negative kur kalon népér ¢, f(x) rritet nga e majta e c dhe zvogélohet nga e djathta e c. Dhe del prej

kétej se f(x) ka maksimum lokal né c.

Shembull 5.16. Gjeni vlerat minimum dhe maksimum lokal pér funksionin e shembullit té mésipérm.

Zgjidhje: Nga tabela né zgjidhjen e mésipérme shohim se f’(x) ndryshon nga negativ né pozitiv né -1, késhtu gqé
f(=1) = 0 éshté minimum lokal né bazé té testit té derivatit t& paré. Njélloj derivati i paré ndryshon nga negativ né
pozitiv né 2, prandaj f(2) = —27 éshté gjithashtu minimum lokal. Si¢ e pamé pak mé paré f(0) = 5 éshté maksimum
lokal sepse derivati i paré ndryshon nga pozitiv né negativ né 0.

]
Shembull 5.17. Gjeni maksimumet dhe minimumet lokale pér funksionin
g(x)=x+2sinxpér 0<x<2m
Zgjidhje: Pér té gjetur pikat kritike derivojmé funksionin
g'(x)=14+2cosx
Pra, ¢'(x) = 0 pér cosx = —1. Zgjidhje t& kétij ekuacioni jané %” dhe %“. Meqé g(x) éshté i derivueshém kudo, té

vetmit numra kritiké jané & dhe ¢ dhe ne analizojmé g(x) né tabelén né vazhdim.

intervali g'(x)=1+2cosx g(x)
0<x<2m/3 + rrités né (0,21/3)
2n/3 < x <4m/3 - zbrités né (2m/3,41/3)
4n/3 <x <21 + rrités né(4mn/3,2m)

Tabela 5.2: Vlerat e g(x) dhe derivatit.

Megé ¢’(x) ndryshon nga pozitiv né negativ né 2 atéheré nga testi i derivatit t& paré del se ka maksimum lokal
né 2?” Dhe vlera maksimum lokal éshté

2m 2n  2sin2nm 27 V3 2n
g(?)—?ﬁ' 3 —?4‘2(7)—?4‘\/5’\«383

Njélloj ¢’ (x) ndryshon nga negativ né pozitiv né 471/3 dhe késhtu

4n 4m . (4n 4 V3 4rn
g(?) =5 +2sm(?)— = +2(—7) =3 - V3~ 246

éshté vlera minimum lokal.
O
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5.3.2 Cfaré na tregon f”(x) pér f(x)?

Si¢ do ta shohim né kété pjesé derivati i dyté i funksionit mund té na tregojé shume mbi veté funksionin. Pér
kété mé paré japim pérkufizimet e méposhtme:

Pérkufizim 5.4. Né qofté se grafiku i f(x) géndron mbi té gjitha tangentet e veta né intervalin I, ai quhet i lugét né
I. Né qofté se grafiku i f(x) géndron nén té gjitha tangentet e veta né intervalin I, ai quhet i mysét né I.

Le té shohim tani se si ndikon derivati i dyté né pérkufizimin né se funksioni éshté i lugét apo i mysét. Duke
paré Fig. 2?2, mund té shohim se duke shkuar nga e majta né té djathté, koefigenti kéndor i tangentes zvoggélohet
né pjesén e paré. Pra, derivati i paré éshté zbrités dhe késhtu f”* éshté negativ. Né pjesén e dyté (né té djathte)
koefigenti kéndor rritet. Pra, f” rritet dhe késhtu f” éshté pozitiv.

Lema 5.2 (Testi i konkavitetit). Pohimet e méposhtme jané té vérteta:

(a) Néqofté se f”(x) > 0 pér té gjithé x né I, atéheré grafiku i f(x) éshté i lugét né |

(b) NE qofté se f(x) < 0 pér té gjithé x né I, atéheré grafiku i f(x) éshté i myset né

Pérkufizim 5.5. Njé piké P né njé kurbé y = f(x) quhet piké infleksioni né qofté se f(x) éshté i vazhdueshém né
até piké dhe kurba ndryshon pérkulshmériné gjaté kalimit népér até piké.

Shembull 5.18. Ndértoni grafikun e mundshém té njé funksoni i cili plotéson kushtet:

@) f'(x) >0né(—o0,1), f'(x) <0né(1,c0)

(ii) f”(x) > 0 né (—o0,2) dhe (2,00), f(x) < 0né (-2,2)

(iii) limy_o f(x) = =2, lim, 0 f(x) =0

Zgjidhje: Kushti (i) na thoté se f(x) éshté rrités né (—oo, 1) dhe zbrités né (1, c0). Kushti (ii) thoté se f(x) éshté i lugét
né (—oo,2) dhe (2, ), dhe i mysét né (-2, 2). Nga kushti (iii) kemi gé f(x) ka dy asimptota horizontale: y = -2 dhe
y=0.

Fillimisht vizatojmé asimptotat horizontale. Pas késaj vizatojmé grafikun e f(x) duke ju afruar gjithnjé e mé
shumé nga e majta drejtézés y = —2, dhe duke ju larguar po asaj nga e djathta deri né pikén maksimum x = 1, e mé
pas duke ju afruar gjithnjé e mé shumé drejtézés y = 0 nga e djathta.

O

Njé aplikim tjetér i derivatit té dyté éshté testi né vazhdim pér vlerat maksimum dhe minimum. Ky vjen si
rrjedhim i testit té pérkulshmérisé.

Teorema 5.8 (Testi i derivatit té dyté). Supozojmé se f” éshté i vazhdueshém prané x = c.

Figura 5.7: I mysét né té majté dhe i lugét né té djathté.
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(a) Néqofté se f'(c) = 0dhe f"(c) > 0, atéheré f(x) ka minimum lokal né x = c.
(b) Né qofté se f'(c) = 0 dhe f"(c) < 0, atéheré f(x) ka maksimum lokal né x = c.

Pér shembull, pjesa (a) éshté e vérteté sepse f”(c) > 0 prané c dhe funksioni éshté i lugét prané c. Kjo do té thoté
se f(x) shtrihet sipér tangentes sé veté horizontale né c dhe késhtu f(x) ka njé minimum lokal né c.

Shembull 5.19. Shqyrtoni kurbén
y=xt—44

né lidhje me pérkulshméring, pikat e infleksionit, dhe minimumet e maksimumet lokale.
Zgjidhje: Né qofté se y = x* — 4x> atéheré
F/(x) = 4x® - 12x% = 4x%(x - 3)

F7(x) = 12x% — 24x = 12x(x — 2)

Pér té gjetur numrat kritiké barazojmé derivatin e paré me zero pra f’(x) = 0 dhe marrim x = 0 dhe x = 3. Pér té
pérdorur testin e derivatit té dyté njehsojmé f”” né kéto numra:

0)=0 f'(3)=36>0

Megé f'(3) = 0 dhef”(3) > 0, f(3) = —27 éshté minimumi lokal. Meqé f”(0) = 0 testi i derivatit té dyté nuk jep
pérgjigje né kété rast. Por meqénése f'(x) < 0 pér x < 0 dhe gjithashtu pér 0 < x < 3, testi i derivatit té paré na thoté
se f(x) nuk ka ekstremum né 0. Megé f”'(x) = 0 pér x = 0 dhe x = 2, e ndajmé drejtézén reale né intervale me skaje
kéto pika dhe plotésojmé tabelén e méposhtme

intervali | f”(x) = 12x(x —2) | pérkulshmeria
(—o0,0) + iluget
0,2) - i myset
(2, ) + iluget

Tabela 5.3: Vlerat e derivatit t& f(x) = x* — 4x°.

Pika (0,0) éshté piké infleksioni meqénése kurba ndryshon pérkulshmériné. Gjithashtu (2, -16) éshté piké
infleksioni pér té njéjtén arsye.
O

Vérejtje 5.3. Testii derivatit t¢ dyté nuk jep pergjigje kur f”(x) = 0, ajo piké mund té jeté minimum mund té jeté maksimum
ose asnjéra nga kéto, por edhe né rastin kur ky derivat nuk ekziston testi nuk jep pérgjigje. Né kéto raste mund té pérdoret testi
i derivatit té paré. Né fakt edhe kur mund té pérdoren té dy testet ai i derivatit t€ paré éshté mé i thjeshté né pérdorim.

Shembull 5.20. Ndértoni grafikun e funksionit
fl) =6 -x)'°.

Zgjidhje: Ju mund té pérdorni rregullat e derivimit pér té gjetur dy derivatet e para té funksionit qé jané pérkatésisht

, 4—x ) -8
0= e 10" e

Megé f'(x) = 0 pér x = 4 dhe f’(x) nuk ekziston pér x = 0 ose pér x = 6, numrat kritiké jané 0, 4, 6.

Pér té gjetur vlerat ekstreme lokale pérdorim testin e derivatit té paré. Meqé f’ ndryshon nga negativ né pozitiv
né 0, f(0) = 0 éshté minimum lokal. Megé f’ ndryshon nga pozitiv né negativ né 4, f(4) = 253 éshté maksimum
lokal. Shenja e f’ nuk ndryshon né 6 prandaj nuk ka ekstremum né 6.

Duke paré shprehjen pér f”(x) dhe vérejtur se x*/3 > 0 pér té gjitha x, ne shohim se f”(x) < 0 pér x < 0 dhe
0 < x < 6 si dhe f”(x) > 0 pér x > 6. Prandaj f(x) éshté i mysét né (—co,0) dhe né (0, 6) dhe i lugét né (6, ) dhe e
vetmja piké infleksioni éshté (6, 0).

0 Ushtrime:
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intervali [ 4—x [ 2% [ (6-x)*° || f(x) f(x)
x<0 + - + - zbrités né (—o0,0)
0<x<4 + + + + rrités né (0,4)
4<x<6 - + + - zbrités né (4, 6)
xX>6 - + + - zbrités né (6, o)

Tabela 5.4: Vlerat e funksionit ne intervalet pérkatése.

1. Supozojmé se ju éshté dhéné njé formulé per njé funksion
f).

(a) Si e pércaktoni né qofté se funksioni éshté rrités apo
zbrités?

(b) Si e pércaktoni se ku grafiku i funksionit éshté i luget
dhe ku i mysét?

(c) Si i pércaktoni pikat e infleksionit?

(a) Gjeni intervalet né té cilat funksioni f(x) éshté
rrités ose zbrités.
(b) Gjeni vlerat maksimum dhe minimum lokal té

f).
(c) Gjeni intervalet e pérkulshmérisé dhe pikat e in-
fleksionit.

2. f(x) =2x> + 3x% — 36x

3. f(x) =4 +3x2 —6x+1

4. f(x)=x*—-2x2+3

5. f(0) = 7

6. f(x) =sinx+cosx, 0 <x<2m
7. f(x) = cos’>x —2sinx, 0 < x < 27
8. f(x)=e¥ +e™™

9. f(x) = (Inx)/ Vx

10. f(x) = x*Inx

11. f(x) = Vxe™

Gijeni vlerat maksimum dhe minimum lokal té f(x) duke

pérdorur njékohésisht testit e derivatit té paré dhe té
dyté. Cilén metodé preferoni?

12. f(x) =x>-5x+3

13. f(x) = &

x2+4

14. x+ V1 —x

15. (a) Gjeni numrat kritké té f(x) = x*(x — 1)3.

(b) Cfaré na thoté testi i derivatit té dyté pér sjelljen e f(x)
né kéto numra kritiké?

(c) Cfaré na thoté derivati i paré pér keéte?

©Albanian Institute of Mathematics

16. Supozojmé se f” éshté i vazhdueshém né (—oo, o).

(a) Né qofté se f'(2) = 0 dhe f”(2) = =5, ¢faré¢ mund té
thoni pér f(x) ?

(b) Né qofté se f'(6) = 0 dhe f”(6) = 0, ¢faré mund té
thoni pér f(x) ?

Ndértoni grafikun e njé funksioni i cili plotéson té gjitha
kushtet e dhéna:

17. f'(x) > O peér té gjitha x # 1, ka asimptoté vertikale né
x=1,f"(x)>0pérx <losex >3, f"(x) <0pérl <x<3.
18. f'(0) = f'(2) = f'4) =0, f'(x) > 0, pér x < 0 ose
2<x<4, f'(x) <0pér0<x<2osex >4, f'(x) >0 peér
1<x<3 f"(x)<0pérx<losex >3
19. /(1) = f'(-1) =0, f'(x) < Operlx| <1, f'(x) > 0 per
1<x <2, f'(x) = =1peér|x| > 2, f"(x) < 0pér -2 <x <0,
pika e infleksionit éshté (0, 1)
20. f'(x) > Oper|x| <2, f'(x) < Opéri|x] >2, f(2) =0,
lim, e f(x) =1, f(—x) = f(x), f"(x) <0pér0<x<3,
f"(x)>0pérx>3
21. f'(x) < O0dhe f"”(x) < 0 pér té gjitha x.
22. Supozojmé se f(3) = 2, f'(3) = %, dhe f'(x) > 0 dhe
f"(x) < O per té gjitha x.

(a) Ndértoni grafikun e mundshém té f(x).

(b) Sa zgjidhje mund té keté ekuacioni f(x) = 0? Pse?
(c) Eshté e mundur gé f'(2) = 3?2 Pse?

(a) Gjeni intervalet ku funksioni éshté rrités, zbrités.

(b) Gjeni vlerat e minimumeve dhe maksimumeve
lokale.

(c) Gjeni intervalet e lugétisé dhe té mystisé si dhe
pikat e infleksionit.

(d) Pérdoreni informacionin e marré nga (a) tek (c)
pér té skicuar grafikun.

23. f(x) =2x> —3x2 —12x
24. f(x) =2+3x—x?

25. f(x) =2+2x—x*

26. f(x) =200 + 8x> + x*
27. f(x)=(1+x)°-5x-2
28. f(x)=x>-2x3+x
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29. f(x) =xVx-3

30. f(x) =3x23 —x

31. f(x) = x3(x +4)

32. f(x) = In(x* +27)

33. f(x) =2cosx+cos’x,0<x <2m
34. f(x)=x+cosx, 2n <x <2m

(a) Gjeni asimptotat vertikale dhe horizontale.

(b) Gjeni intervalet ku funksioni éshté rrités apo
zbrités.

(c)Gjeni vlerat e minimumeve dhe maksimumeve
lokale.

(d) Gjeni intervalet e pérkulshmérisé dhe pikat e in-
fleksionit.

(e) Pérdorni informacionin nga pika (a) tek (d) pér té
skicuar grafikun e f(x).

35.
2

x2 -1

fx) =
36. f() = 75
37. f(x) = Vi2+1-x
38. f(x) =xtanx, —m/2 <x < 1/2
39. f(x) =In(1 —Inx)
40. f(x) = 5
41. f(x) = e 1/+D)
42. f(x) = eretanx

43. Supozojmeé se derivati i funksionit f(x) éshté
(%) = (x + 1)*(x = 3)*(x — 6)~.

NEé cilin interval f(x) éshté rrités?

44. (a) Pérdorni njé grafik té f(x) pér té vlerésuar vlerat mak-
simum dhe minimum. Pas késaj gjeni vlerat e sakta.

(b) Njehsoni vlerén e x ku funksioni rritet mé shpejt. Mé
pas gjeni vlerén e sakteé.

i flx) = L
i) f(x) = x?e™™

45. Gjeni njé funksion kubik f(x) = ax® + bx*> + cx +d t¢
tille qé ka vlerén e maskimumit lokal 3 né =2, dhe vlerén e
minimumit lokal O né 1.

46. Pér cfaré vlerash t¢ a dhe té b funksioni
flx) = axe”™
ka vlerén minimum f(2) = 1?

47. Vértetoni se kurba y = (1 + x)/(1 + x?) ka tre pika inflek-
sioni té cilat ndodhen né té njéjten drejtéz.

48. Veértetoni se njé funksion kubik ka gjithmoné saktésisht
njé piké infleksioni. N€ qofté se grafiku i tij ka tre pikpre-
rje me boshtin e x-ve x1, X, X3, tregoni se abshisa e pikés sé
infleksionit éshté (x1 + xp + x3)/3.

49. Pér cfaré vlerash té c polinomi P(x) = x* + cx® + x% ka dy
pika infleksioni? Njé piké infleksioni? Asnjé? Ilustrojeni duke
ndértuar grafikun e P pér vlera té ndryshme té c. Si ndryshon
grafiku kur c zvogélohet?

50. Vértetoni se funksioni f(x) = x|x| ka njé piké infleksioni
né (0,0) por f(0) nuk ekziston.

51. Supozojmése '’ éshtéivazhdueshém dhe f'(c) = f”(c) =
0 por f"(c) > 0. A ka f(x) maksimum apo minimum lokal né
c? A ka funksioni f(x) piké infleksioni né c?

5.4 Format e pacaktuara dhe rregulli i L'Hospitalit

Supozojmé se duam té analizojmé sjelljen e funksionit

F(x) =

x—1

Megjithése f(x) nuk éshté i pérkufizuar kur x = 1, ne duhet té dimé se si sillet f(x) afér 1. Pra, do t€ donim té dinim

vlerén e limitit

lim

—1x—1

Inx

(5.7)

Neé llogaritjen e kétij limiti ne s'mund té zbatojmé rregullin e raportit sepse limiti i eméruesit éshté zero. Né fakt
megjithése limiti i mésipérm ekziston, vlera e tij nuk éshté e pércaktuar sepse si eméruesi edhe numéruesi shkojné

né zero dhe % nuk éshté e pércaktuar.

162

(©Albanian Institute of Mathematics


https://sites.google.com/site/aulonnapress/books/textbooks
https://sites.google.com/site/aulonnapress/books/textbooks
http://www.risat.org

Shaska T. Njehsimi diferencial

54.1 Format e pacaktuara 3 dhe £
Neé pérgjithési, né qofté se kemi njé limit té formeés
f (%)
x—»a g(x)

ku té dy funksionet f(x) — 0 dhe g(x) — 0 sikurse x — a, atéheré limiti mund té ekzistojé ose jo dhe ai quhet
formé e pacaktuar e tipit g. Ne pamé disa nga kéto limite né kapitullin 2. Pér funksionet racionale, ne mund té
thjeshtojmé faktorét e pérbashkét:

hmxz—_x—hm Xx—1) =lim al —1
12 -1 1 (x—DE+1) w—>1x+1 2

Ne pérdorém njé argument gjeometrik pér té treguar se

. sinx
lim

x—=0 X

=1

Né kété paragraf ne do shqyrtojmé njé metodé sistematike té njohur me emrin "Rregulli i L’'Hospitalit"(shqiptohet
L'Opital) pér llogaritjen e formave té pacaktuara.

Njé tjetér rast né té cilin limiti nuk pércaktohet éshté kur duam té shohim pér asimtotat horizontale té f(x) = “—1
dhe na duhet té llogarisim limitin

lim Inx (5.8)

x—oo x —1°

Nuk éshté e qarté se si ta llogarisim kété limit sepse edhe numéruesi edhe eméruesi béhen gjithnjé edhe mé té
médhen;j kur x — oo.
Né pérgjithési né qofté se kemi njé limit té formés

ku té dy funksionet f(x) — oo (0ose —o0) dhe g(x) — oo (0se —o0) atéheré limiti mund té mos ekzistojé dhe quhet

formé e pacaktuar e tipit 2. Ne pamé né Kap. ?? se ky lloj limiti mund t& llogaritet pér disa tipe funksionesh,

pérfshiré funksionet racionale, duke pjestuar numéruesin dhe eméruesin me fuginé meé té larté té x-it qé pérmban
eméruesi. Pér shembull,

x? =1 -5 1- 1

li li = ==

e 2@ 41 im2y L 240 2

o

N

Teorema 5.9 (Rregulli i L'Hospitalit). Supozojmeé se f(x) dhe g(x) jané té derivueshém dhe g’'(x) # O prané a (me pérjashtim
ndoshta té a). Supozojmé qé
lim f(x) =0 dhe limg(x) =

xX—a xX—a

ose gé
lim f(x) = oo dhe lim g(x) = o0

(Me fjalé té tjera, kemi njé formé té pacaktuar té tipit 3 ose ). Atéheré
IACIN i{C)]
x—m g(x) x—m g (x)
né qofté se limiti né té djathté ekziston(ose éshté co ose —oo).

Vérejtje 5.4. 1. Rregullii L’Hospitalit thoté se limiti i raportit té dy funksioneve éshté i barabarté me limitin e raportit té
derivateve té tyre, duke pranuar se kushtet e dhéna géndrojné. Eshté mjaft e réndésishme gé té verifikohen kushtet né
lidhje me limitet e f(x) dhe g(x) para se té zbatohet Rregulli i L’Hospitalit.
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2. Rregullii L'Hospitalit éshté gjithashtu i vérteté edhe pér limitet e njéanshme edhe pér limitet né infinit apo minus infinit:
pra x — a mund té zévendésohet me x — a*, x — a~, x — 00, 0se x — —oo.

3. Pér rastin e vecanté né té cilin f(a) = g(a) = 0, f’ dhe g’ jané té vazhdueshém, dhe g'(a) # 0, éshté e lehté té shihet
vertetésia e Rrequllit té L'Hospitalit. N€ fakt duke pérdorur formén alternative té pérkufizimit té derivatit, ne kemi

f'x)  fla)  lime, f0)-f(@)

X—a

g 8@ lim,_, L0

e - f@ )
ol m ——— im

= Im g I g(x) — g(a)  x=a g(x)

xX—a

Eshté disi mé e véshtiré té vértetohet rasti i pérgjithshém i Rregullit té L'Hospitalit.

Shembull 5.21. Gjeni limitin
Inx

—1x—1

Zgjidhje: Meqé
limlnx =In1=0 dhe lim(x—-1)=0
x—1 x—1

ne mund té zbatojmé rregullin e L'Hospitalit:

lim Inx = lim (n 1 —lim& = im1
—1x—1 _xal(x—l)’ Tao1l 1 xolx

Shembull 5.22. Njehsoni

Zgjidhje: Kemi lim,_,q €* = co dhe lim,_, x* = o0, prandaj Rregulli i L’'Hospitalit na jep

) e ] (ex)/ ) &
lim - = lim = —_
x—00 X X—00 (xz)’ x—00 2X

Megé limy_, €* = oo dhe lim,_,, 2x = oo limiti né té djathté éshté pérséri formé e pacaktuar, dhe zbatimi pérséri i
Rregullit t&¢ L'Hospitalit na jep

lim . lim @) _ lim i 00
X—00 2x - X—00 (Zx)’ - X—00 2
O
Shembull 5.23. Gjeni limitin
. Inx
lim

Zgjidhje: Meqg lim,_, Inx = oo dhe lim,_, Vx = oo zbatimi i Rregullit t¢ L'Hospitalit na jep

lim Inx lim (Inx)" ‘m 1/x
X—00 {/E X—00 ({/})/ X—00 %x72/3

Vérejmé se limiti né té djathté tani éshté formé e pacaktuar 3. Por né vend qé té zbatojmé Rregullin e L'Hospitalit

pér heré té dyté, ne thjeshtojmé shprehjen dhe shohim se njé zbatim i dyté éshté i panevojshém:

lim ln_x = lim 1/x

=lim—=0
i/’ 1,-2/3 3
X—00 x X—00 Ex / X—00 »\/}

O
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Shembull 5.24. Gjeni

. tanx —x
Iim ——.

x—0 x3
Zgjidhje: Vérejmé se tanx — x — 0 dhe x* — 0 kur x — 0, késhtu qé pérdorim Rregullin e L'Hospitalit:
. tanx—x . (tanx-—-x) . ﬁ—
lim = lim =1
x—0 x3 x—0 (x3y =0 3x2

Megé limiti né té djathté vazhdon té jeté formé e pacaktuar 3, e zbatojmé pérséri Rregullin e L'Hospitalit:

lim coizx_ = lim coszx'tanx
x50 3x2 x—=0 6x
Meqé lim, o =5~ = 1 ne mund t& thjeshtojmé veprimet duke shkruar
2
. maptanx 1 tanx 1, tanx
lim —=——— = - lim >— lim = = lim
x—0 6x 3 x—0 cos? X x>0 X 3x-0 X

Dhe kété limit té¢ fundit mund ta llogarisim duke zbatuar pér heré té treté Rregullin e L'Hospitalit, népérmjet
shénimit té tan x = sinx/cos x dhe duke pérdorur njohurité tona mbi limitet trigonometrike. Atéheré, pérftojmé

1
lim fanx—x _ lim COS;ZX _ —lim 2(COSZX) fanx
-0 23 xo0 3% 190 6x
1
1. tanx 1. oox 1
B 3 XIE?I(} X B 3 x1—>0 1 B 3
O
Shembull 5.25. Gjeni limitin
lim sinx

xon- 1 —cosx
Zgjidhje: Né qofté se do pérdornit Rregullin e L'Hospitalit, do pérftonit

. sin x . CosXx
lim ——— = lim =

y—n- 1 —cosx x-om sinx

—00

Kjo éshté e gabuar! Megjithése numéruesi sinx — 0 kur x — 717, vérejmé se eméruesi (1 — cos x) nuk shkon né zero,
prandaj Rregulli i L’'Hospitalit nuk mund té pérdoret kétu. Né fakt limiti i kérkuar éshté i lehté pér t'u gjetur sepse
funksioni éshté i vazhduar dhe eméruesi éshté jo zero né m:

. sin x sin Tt 0
lim

= = :0
xon-1—cosx 1—-cosm 1-—(-1)

o

Ky shembull tregon se mund té gabosh né zbatimin e Rregullit t¢ L'Hospitalit né qofté se nuk mendohesh. Té

tjera limite mund té gjenden duke zbatuar Rregullin e L’'Hospitalit, por mund té gjenden mé thjeshté nga metoda té

tjera. Késhtu gé kur duam té llogarisim njé limit duhet t& marrim né shqyrtim metoda té tjera para se té pérdorim
Rregullin e L'Hospitalit.

5.4.2 Forma e pacaktuar prodhim.

Né qofté se lim,—,, f(x) = 0 dhe lim,_,, g(x) = oo (0se —o0), atéheré nuk éshté e qarté se cila do jeté vlera e limitit
lim,,, f(x)g(x), né qofté se ka njé vleré. Né qofté se f(x) shkon mé shpejt né zero, pérgjigjia pér limitin do jeté zero.
Por né qofté se g(x) shkon me shpejt né infinit, pérgjigja do jeté infinit. Ose mund té keté njé kompromis né qofté
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se pérgjigja do jeté njé numér i fundém jozero. Kjo formé limiti quhet formé e pacaktuar e tipit 0 - co. Ne mund té
veprojmé me té duke e shkruar prodhimin fg né trajté raporti:

fe= Lose fg= 1/f

Kjo e transformon limitin e dhéné né njé nga format e pacaktuara 3
e L'Hospitalit.

5 ose &, tek té cilat mund té zbatojmé Rregullin

Shembull 5.26. Llogarisni
lim xInx

x—0*

Zgjidhje: Limiti i dhéné éshté formé e pacaktuar sepse kur x — 0* faktori i paré shkon né zero ndérsa i dyti (In x)
shkon né —co. Duke e shkruar x = 1, kemi 1/x — oo kur x — 0*. Prandaj Rregulli i L'Hospitalit jep

Inx . 1/x .
hI<I)1 xInx = xll>o+ 1/x xl—>0+ —1/x2 }L%E(_x) =0

Vérejtje 5.5. Né zgjidhjen e kétij shembulli ka njé tjetér mundési shénimi

ligy v = ligy 7

Kjo jep njé formé té pacaktuar té tzpzt por né qofté se ne zbatojmé Rregullzn e L'Hospitalit ne marrim n]e shpreh]e mé té
komplikuar se sa ajo me té cilén e nisém. Né pérgjithési kur ne e rishkruajmé njé prodhim té pacaktuar, pérpigemi cojm né njé
limit mé té thjeshte.

5.4.3 Forma e pacaktuar diferencé

Né qofté se lim,_,, f(x) = co dhe lim,_,, g(x) = oo, atéheré limiti
hm[ f(x) —g(x)]

quhet formé e pacaktuar e tipit co — co. Pérséri ka njé diskutim pér f(x) dhe g(x). Pérgjigja do jeté oo, apo do jeté
—00, apo do keté njé kompromis tek njé numér i fundém? Pér té gjetur kété, pérpigemi té konvertojmé diferencén
né raport, duke pérdorur njé emérues té pérbashkét, apo racionalizim, apo faktorizim té njé faktori té pérbashkeét,
duke marré késhtu njé formé té pacaktuar té tipit 2 ose 2.

Shembull 5.27. Gjeni limitin

im ( — tan x)
x> (5) \COSX
Zgjidhje: Fillimisht shohim se
lim =oodhe lim tanx = oo
x—(m/2)~ COS X x—(m/2)~

prandaj limiti éshté njé formé e pacaktuar, kétu pérdorim eméruesin e pérbashkét:

. . 1 sinx . 1-sinx . —COoSX
lim —tanx) = lim - = lim = lim — =0
x—(m/2)~ COSX x—(n/2)- COSX COS X x—(n/2)- COSX x—(n/2)- —SINX

Vérejmé se pérdorimi i Rregullit té L'Hospitalit éshté me vend sepse 1 — sinx — 0 dhe cosx — 0 kur x — (1/2)".
O
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5.4.4 Forma e pacaktuar fuqi

Forma té ndryshme té pacaktuara vijné prej limitit
lim[ £ (x)]5)

1. limy—, f(x) = 0 dhe lim,_, g(x) = 0 tipi 0°
2. limy—, f(x) = 0o dhe lim,_,, g(x) = 0 tipi oo°

3. limy, f(x) =1 dhe lim,_,, g(x) = +oo tipi 1%

Secilinga kéto tri raste mund té trajtohet edhe duke marré logaritmin natyror té té dy anéve: le téjeté y = [ f(x)]S®,
atéheré Iny = g(x) In f(x) ose duke e shkruar funksionin si eksponencial:

[f(x)]8® = 8®)InfE)

Rikujtojmé se té dy kéto metoda jané pérdorur né derivimin e funksioneve té tilla. Né secilén metodé jemi né
kushtet e formave té pacaktuara prodhim g(x) In f(x), e tipit 0 - co.

Shembull 5.28. Llogarisni
lim (1 + sin 4x)<°t*

x—0*

Zgjidhje: Fillimisht vérejmé se kur x — 0%, ne kemi 1 + sin4x — 1 dhe cotx — oo, prandaj limiti i dhéné éshté
formé e pacaktuar. Atéheré
Iny = cotxIn(l + sin4x)

Prandaj Rregulli i L’'Hospitalit jep

. 4cos4
) . In(l+sindy) . T
hmlny:hm—:hm =4
X0+ x—0* tanx x—0* %
cos“x

Pra, ne llogaritém limitin e In y, por ai qé na intereson éshté limiti i y. Pér té gjetur kété pérdorim faktin qé y = e™¥;

lim (1 + sin 4% = lim y = lim e"? = ¢*
x—0+ x—0* x—0*

Shembull 5.29. Gjeni
ling x*
x—0*

Zgjidhje: Vérejmé se ky limit éshté formé e pacaktuar sepse 0 = 0 pér ¢do x > 0, por x° = 1 pér ¢do x # 0. Ne
mund té veprojmé si né shembullin e méparshém duke shkruar funksionin si eksponencial:

= (eh‘lJC)X — exlnx
Pak mé sipér ne treguam se lim,_,o+ xInx = 0, prej nga
lim x* = lim e’ = ¢ = 1

x—0+ x—0*

Ushtrime:
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Jepet limitet 20. lim,—,; 5=

21. lim,_,; xz %
lim f(x) =
x—a 22. limy— /2y gz
lim g(x) = )
¥—a 23. lim, o S0k
lim h(x) =1 .
Y 24. limy_
lim p(x) = oo
o 25. lim;_o &7
lim g(x) = T
X—a

26. lim,— o

Cili nga limitet e méposhtém éshté formé e pacaktuar?
1-sin0

Pér ato qé nuk jané formé e pacaktuar, llogarsni limitin  27. limg—52

csc O
aty ku éshté e mundur. . .
28. lim; o0 &
1. lim,_, L&
1My—a o) 29. lim,— e %
2. limy ., £ 30. lim,_o &=k
3. limx_,a ;% 31. hmx—>0 E‘klx#
. h
4. lim,_,, % 32. lima—o Tne
33. lim,_, X=sinx
5. limx_m % X x—tanx
. 34. lim;_,9 5= 3t
6. lim,—,,[f(x)p(x)]
35. lim,_, M
7. lim,_,[h(x)p(x)] 3
) 36. lim,_,q &2
8. lim,—,[p(x)q(x)]
37. lim,_ o Xsinx
9. Tim, . [f(x) — p(x)] T sy
38. lim, g ——
10. lim, . [p(x) - 4(9)] T
39. i N 1-—x+Inx
11. lim,_, [p(x) + q(x)] 1My—1 TTcos v
: Ve
12. limx—m[f(x)]g(x) 40. hmx—>oo oramt
13. lim, _[f()P® 41, lim,— T
14. limy—,[h(x)]P® 42 limy o SR
15. lim, ,[p(x)[/® 43. lim,_, M
16. Tim,—[p(x)]1® 44, lim, . S0
. (x)
17. limy ., "Y/p(x) 45, lim,_, x sin(rt/x)
Gjeni limitin. Pérdorni rregullat e L’'Hospitalit aty ku 46- limy— xre"

éshté e mundur. Né qofté se ka njé metodé mé ele- 4~

. S . lim, g cot 2x sin 6x
mentare, pérdoreni. po ge se rregullat e L'Hospitalit nuk

zbatohen, shpjegoni pérse. 48. lim,_o+ sinxInx

49. lim,_,q+ Inx tan(mtx/2)
18. limy— 57 5 = 50. limy—,e x tan(1/x)
19. lim,—,, % 51. lim,—,1(&5 - )

168 (©Albanian Institute of Mathematics


https://sites.google.com/site/aulonnapress/books/textbooks
https://sites.google.com/site/aulonnapress/books/textbooks
http://www.risat.org

Shaska T.
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52. lim,_,p(cscx — cotx)
53. limy e VX2 + x — %)
54. lim,_q(cotx — ;1?)

55. limy_,e(x — Inx)

56. lim,__q(xe'/* — x)
57. limy_ g+ x*°

58. lim,_q: (tan 2x)*

59. lim, (1 — 2x)1*

60. lim,_,o(1 + £)™

61. lim,—,(1+ % + %)X
62. lim, o, xn2/(+ny)
63. lim, e x(1/x)

64. lim, . (e* + x)1/*

65. lim, g+ (4x + 1)°°t¥
66. lim,_ g+ (2 — x)@n(x/2)

67. lim,_ o+ (cos x)1/**

2x=3 )2x+1

68. lim, oo(573

[ Pérdorni grafikun pér té vlerésuar limitin. Mé pas

pérdorni rregullat e L'Hospitalit pér té gjetur vlerén e
sakté.

5.5 Studimi i ploté i njé funksioni

69. limy—,o(1 + 2)*

70. lim,—,0 3=

71. Vértetoni se lim,_, o0 f;— = oo, pér ¢do numér natyror
n. Kjo tregon se funksioni eksponencial i afrohet infinitit mé
shpejt se sa ¢do fugi e x.

72. Veértetoni se lim, .o 22 = 0, pér ¢do numer pozitiv p.
Kjo tregon se funksioni logaritmik i afrohet infinitit mé ngadale
se sa ¢do fuqi e x.

73. Cfaré ndodh né qofté se ju pérpigeni té zbatoni rregullin
e‘ L"h’lospztalzlt pér té vlfzrésuar lim, e ﬁ? Llogariteni
limitin me njé ményré tjeter.

74. Né qofté se f' éshté i vazhdueshém, f(2) = 0, dhe

f'(2) = 7, vlerésoni limitin lim,__,o w

75. Pér cfaré vlerash té a dhe b éshté i vérteté ekuacioni mé
poshté?
in2 b
lim (Fo +a+ =) =0
0 x

xX— x2

76. Né qofté se f’ éshté i vazhdueshém, pérdorni rrequllin e
L’Hospitalit pér té trequar se

B - fa—h
tim 107 )th(x ) -

x—0

77. N¢ qofté se f" éshté i vazhdueshém, tregoni qé

i FOH1) = 2£(0) + e~

x—0 h2

— f// (X)

Gjaté gjithé késaj kohe ne kemi paré disa aspekte té vecanta té skicimit té grafikut té njé kurbe si: bashkésia e

pérkufizimit, bashkésia e vlerave, simetria né kapitullin e paré; limitet, vazhdueshméria, dhe asimptotat né kapit-
ullin e dyté; derivatet dhe tangentet né Kapitujt 2 dhe 3; vlerat ekstreme, intervalet e monotonisé, pérkulshmérisé,
pikat e infleksionit, Rregullin e L'Hospitalit né kété kapitull. E pra tani éshté pikérisht koha gé té bashkojmé gjithé
kété informacion pér té skicuar grafikun dhe nxjerré té dhéna pér té ardhmen e funksionit.

5.5.1 Etapat e studimit té ploté té funksionit

Skema e méposhtme jep njé proceduré té studimit té ploté té funksionit y = f(x) sé bashku me skicimin e
grafikut. Jo ¢do temé vlen pér ¢do funksion. Kjo skemé na siguron njé informacion té ploté pér skicimin e grafikut,
gé na jep aspektet mé té réndésishme té njé funksioni.

1. Bashkésia e pérkufizimit. Eshté mjaft e pérdorshme gé té niset me pérkufizimin e bashkésisé sé pérkufizimit
D té f(x), pra bashkésiné e vlerave té x pér té cilat ka kuptim f(x).

2. Piképrerjet me boshtet. Pér té gjetur pikat e prerjes me boshtin e y i japim x vlerén 0, dhe gjejmé vlerén
pérgjegjése té y. Pér té gjetur pikat e prerjes me boshtin e x i japim y vlerén 0 dhe zgjidhim ekuacionin y = 0
né lidhje me x. (Mund té pérjashtohet ky hap né qofté se ky ekuacion éshté i véshtiré pér tu zgjidhur)
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3. Simetria (Ciftésia, Periodiciteti).

(a) Né qofté se f(—x) = f(x) pér té gjitha x né D, atéheré f(x) éshté funksion ¢ift, dhe kurba éshté simetrike
né lidhje me boshtin e y. Kjo nénkupton se puna joné éshté pérgjysmuar. Né qofté se ne dimé se si éshté
grafikui f(x) pérx > 0, atéheré mjafton ta pasqyrojmé até né lidhje me boshtin e y pér té pérftuar kurbén e ploteé.

(b) Né qofté se f(—x) = —f(x) pér té gjitha x né D, atéheré f(x) éshté funksion tek dhe kurba éshté simetrike né
lidhje me origjinén e koordinatave. Pérséri ne mund ta pérftojmé kurbén e ploté né qofté se ne dimé pamjen
e grafikut pér x > 0. (E plotésojmé thjesht duke e rrotulluar 180° né lidhje me origjinén. )

(c) Né qofté se f(x + p) = f(x) pér té gjitha x né D, ku p éshté njé numér pozitiv, atéheré f(x) quhet funksion
periodik dhe numri mé i vogél p quhet periodé e funksionit periodik. Pér shembull, y = sinx ka periodé 2n
dhe y = tan x ka periodé 7. Né qofté se ne e dimé se si duket grafiku i funksionit né njé interval me gjatési p,
atéheré mund té pérdorim zhvendosjen pér té skicuar grafikun e ploté té funksionit.

Asimptotat. Asimptotat horizontale. Rikujtojmé nga Kapitulli i dyté se kur lim, . f(x) = L, ose
lim,,_o f(x) = L, atéheré drejtéza y = L éshté asimptoté horizontale e kurbés y = f(x). Por né qofté se
lim,y_,o f(x) = co(0se —o0), atéheré nuk kemi asimptoté horizontale nga e djathta, por prapéseprapé ky pérbén
njé informacion pér skicimin e grafikut té funksionit.
Asimptota vertikale. Rikujtojmé se drejtéza x = a quhet asimptoté vertikale e grafikut té funksionit y = f(x),
né qofté se ka vend njé nga barazimet e méposhtme:
lim f(x) =co lim f(x) = oo lim f(x) = —c0 lim f(x) = —oc0 (5.9)
x—a* x—a- x—at x—a-
(Pér funksionet racionale ju mund té lokalizoheni né asimptotat vertikale duke barazuar eméruesin me zero
pasi té keni thjetuar faktorét e pérbashkét. Por pér funksione té tjera kjo nuk mund té aplikohet) Pér mé tepér,
né skicimin e grafikut éshté e zakonshme qé té dihet me saktési se cili nga barazimet e mésipérme ka vend. Né
qofté se f(a) nuk éshté e pércaktuar, por pika a éshté piké skajore né bashkésiné e pérkufizimit té funksionit,
atéheré shihen limitet lim,_,,+ f(x), ose lim,_,,- f(x), né qofté se ky limit éshté i fundém apo i pafundém.

Asimptotat oblike. Kéto do té diskutohen né fund té kétij paragrafi.

Intervalet e monotonisé. Pérdorni testin e monotonisé. Llogarisni f’(x) dhe gjeni intervalet né té cilat f"(x)
éshté pozitiv(f(x) rrités) dhe intervalet ku f’(x) éshté negativ (zbrités).

Maksimumet lokale dhe minimuet lokale. Gjeni pikat kritike t& f(x) [ numrat ¢ ku f’(c) = 0 ose ku f’(c)
nuk ekziston]. Pas késaj pérdorni testin e derivatit té paré. Né qofté se f ndryshon shenjé nga pozitive né
negative né pikén kritike c, atéheré f(c) éshté maksimumi lokal. N& qofté se f’ ndryshon shenjé nga negative
né pozitive né ¢, atéheré f(c) éshté minimum lokal. Megjithése parapélgehet té pérdoret testi i derivatit té
paré, ju mund té pérdorni testin e derivatit té dyté né qofté se c éshté piké kritike e tillé gé f”(c) # 0. Atéherg,
f”(c) > 0 sjell gé f(c) éshté minimum lokal, ndérsa f”(c) < 0 sjell gé f(c) éshté maksimum lokal.

Pérkulshméria dhe pikat e infleksionit. Llogarisni f”’(x) dhe pérdorni testin e pérkulshmérisé. Kurba éshté e
lugét kur f”(x) > 0, dhe éshté e mysét kur f”(x) < 0. Pikat e infleksionit ndodhin kur ndryshon pérkulshméria
(nga e lugét né té mysét ose nga e mysét né té lugét).

Skicimi i grafikut. Duke pérdorur informacioni nga pikat 1-7, mund té vizatojmé grafikun. Skicojmé
fillimisht asimptotat, si vija drejtuese. Mé pas pikat e prerjes me boshtet koordinativé. E prej kétej vizatimin
e grafikut duke bashkuar kéto pika sipas pikés 5 dhe 7 dhe duke ju afruar pambarimisht asimptotave.

Shembull 5.30. Studioni dhe ndértoni grafikun e funksionit

o2
y_x2—1

Zgjidhje: Ne do té kalojmé njé nga njé hapat e mésipérm:
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1 Bashkésia e pérkufizimit éshté

{(x]x® =1 # 0} = {xx # £1} = (=00, =1) U (=1,1) U (1, +0)

2 Piképrerjet me boshtet. x = 0 kur y = 0. Pra, e vetmja piké prerje éshté (0, 0).

3 Ciftésia. f(—x) = 2007 = 22 o f(x). Pra, funksioni éshté funksion ¢ift dhe grafiku i tij éshté simetrik né

T (-x)2-1 x-1 =

lidhje me boshtin e y.

4 Asimptotat.
y 2x?
im = lim ———
x—oo0 x2 — 1 X~>001—1/x2

Pra, drejtéza y = 2 éshté asimptoté horizontale.

Megqé eméruesi béhet zero kur x = +1, ne llogarisim limitet:

.22 .27
lim =oo lim = —00
-1 x2 =1 x—-1- x2 =1
lim 2¢ _ —o0  lim 2¢
o1t x2 =1 x—-1-x2 -1 B
Prej nga drejtézat x = 1 dhe x = -1 jané asimptotat vertikale.
I
Figura 5.8: Grafiku i funksionit y = 2.
5 Intervalet e monotonisé.
, 22\ dx(x® - 1) — 2x%(2x) —4x
fo=13 = 2_1) T 2_1)

x? -1 (x> —-1) x*-1)

Megé f'(x) > 0 kur x < O(x # —1) dhe f’(x) < 0 kur x > O(x # 1), atéheré f(x) éshté rrités né (—oo, —1) dhe
(—1,0) dhe zbrités né (0, 1) dhe né (1, o).

6 Minimumet dhe maksimumet lokale. Meqgé e vetmja piké kritike éshté x = 0, dhe f’ ndryshon shenjé nga
pozitive né negative, f(0) = 0 éshté vlera maksimum lokal, kjo si rezultat i testit té derivatit té pare.

7 Peérkulshméria.

—4x ) AR - 12+ 4x-202 - 1)2x 1222 +4

f1)=(f(x) = ((x2 —1)2 (x2 — 1)* (x2 —1)3
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Megé 12x% + 4 > 0 pér té gjithé x, ne kemi
/) >0e= P -1>0= x| >1

dhe f”(x) < 0 & [x| < 1. Prandaj kurba ésht¢ e lugét né (—oo, —1) dhe (1, o0), dhe e mysét né (-1, 1). Grafiku
nuk ka pika infleksioni as —1 as 1 sepse ato nuk i pérkasin bashkésisé sé pérkufizimit té f(x).

8 Duke shfrytézuar informacionin nga 1-7 ne skicojmé grafikun si né Fig. ??.

O
Meé poshté shohim njé shembull tjetér:
Shembull 5.31. Ndértoni grafikun e funksionit
2
x
(x) =
f Vx+1
Zgjidhje: 1. Bashkésia e pérkufizimit D = {x|x + 1 > 0} = {x|x >
-1} = (-1, 00). o
2. Piképrerja me boshtet (0, 0).
T ) A _ i _
3. f(-x) Voo~ Vo # f(x) dhe # —f(x), atéheré funk
sioni nuk éshté as ¢ift as tek.
4. Meqé
2
lim = 0 y
N
ky grafik nuk ka asimtoté horizontale. Meqé Vx+1 — 0 kur
x — —1% dhe f(x) éshté githnjé pozitiv, kemi
lim L )
=l x4+ 1 -2 0 «
késhtu qé drejtéza x = —1 éshté asimptoté vertikale. i
5. Figura 5.9: Grafiku i funksionit f(x) = \/chl
£ = 2xVx+1-x2-1/QVx+1)  x(Bx+4)
- x+1 T 2(x +1)32

Ne shohim se f’(x) = 0 kur x = 0 (x = —3/4 nuk i pérket bashkésisé sé pérkufizimit té f(x) ), prandaj e vetmja piké
kritike éshté 0. Meqgé f’(x) < 0 kur —=1 < x < 0 dhe f’(x) > 0 kur x > 0, f(x) éshté zbrités né (-1, 0) dhe rrités né
(0, 00).

6. f’(0) = 0 dhe f’ ndryshon nga negativ né pozitiv né 0, f(0) = 0 éshté minimumi lokal (dhe absolut) né bazé
té testit té derivatit té paré.

7.
(x +1)%2(6x +4) — Bx? +4x)3(x + /2 3x? +8x + 8

4(x +1)3 C 4(x+1)32

£y = 2

Vérejmé se eméruesi éshté gjithmoné pozitiv. Po ashtu edhe numéruesi éshté githmoné pozitiv sepse dallori i
tij éshté b*> — 4ac = —32, dhe trinomi ka shenjén e koeficentit prané x?, pra pozitiv. Prandaj f”(x) > 0 pér té gjitha
x nga bashkésia e pérkufizimit té funksionit, qé do té thoté se grafiku éshté kudo i lugét e prej kétej nuk ka pika
infleksioni. Grafiku i saj éshté skicuar né Fig. ??.

O

Shembull 5.32. Ndértoni grafikun e funksionit
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Zgjidhje: 1. Bashkeésia e pérkufizimit éshté R.

2. Piképrerja me boshtet (0.0).

3. Nuk éshté simetrik.

4. Meqgé edhe x edhe ¢* rriten pambarimisht kur x — oo, ne kemi lim,_,,, xe* = o0, Ndérsa kur x — —oo késhtu
gé kemi formén e pacaktuar prodhim dhe llogaritja e limitit kérkon zbatimin e Rregullit té¢ L'Hospitalit

lim xe* = lim —— = lim —— = lim (—¢') = 0
x——00 x—o—00 ¢7X  x—>—00 —g7¥  x—>-o0
Prandaj boshti i x éshté asimptoté horizontale.
5. f'(x) =xe* + e = (x + 1)e*
Megé e* éshté gjithmoné pozitive, ne shohim se f’(x) > O kur x + 1 > 0, dhe f’(x) < O kur x + 1 < 0. Pra, f(x)
éshté rrités né (—1, +oo0) dhe zbrités né (—oo, —1).
6. Meqé f'(-1) = 0 dhe f’ ndryshon nga negativ né pozitiv né —1 atéheré f(-1) = —e~! éshté minimumi lokal
(dhe absolut).
7.
f7(x) = (x+1e" +e" = (x +2)¢

Megé f”(x) = (x + 2)¢* > 0 kur x > =2 dhe f”(x) < 0 kur x < -2, atéheré f(x) éshté i lugét né (-2, oo) dhe i mysét né
(=00, -2). Pika e infleksionit éshté (-2, —2¢72).
8. Duke pérdorur informacionin e pérftuar skicojmé grafikun.

Shembull 5.33. Ndértoni grafikun e funksionit

Yy =2cosx + sin2x

Zgjidhje: 1. Bashkésia e pérkufizimit éshté R.
2. piképrerja me boshtin e y éshté f(0) = 2. Boshti i x pritet kur

ta
A

2cosx +sin2x = 2cosx + 2sinx cosx
=2cosx(1+sinx) =0

pra, kur cosx = 0 ose kur sinx = —1. Prandaj né intervalin [0, 27]
piképrerjet me boshtin e x jané (11/2,0) dhe (37/2,0).

3. f(x) nuk éshté as ¢ift as tek por f(x + 2m) = f(x) pér té gjitha
x, prandaj funksioni éshté periodik me preiodé 2m. Késhtu gé ne
e studiojmeé sjelljen e tij né intervalin [0, 27t] dhe e shtrijmé kurbén
népérmjet zhvendosijes.

4. Nuk ka asimptota.

— — — T —
-10 = 0 10

5. Duke llogaritur derivatin e paré kemi

f'(x) = —2sinx + 2 cos 2x

Figura 5.10: Grafiku i f(x) = 2 cosx + sin2x = _2sinx+2(1 - 2sin? )

= —2(2sin’x + sinx — 1)
= -2(2sinx —1)(sinx +1) =0,

kur sinx = % ose sinx = —1, késhtu qé né [0, 27t] kemi x = 7/6, 571/6, dhe 37t/2. Né pérkufizimin e shenjés sé f'(x)
ne pérdorim faktin se sinx + 1 > 0 pér té gjitha x.

Atéheré grafiku éshté si ne Fig. ??. m]
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Ushtrime:

Studioni dhe ndértoni grafikun e funksioneve:

1T y=x>+x

2. y=2-5x+3x2-x3

3. y=xt+4x3

4. y=x>+6x%+9x

5. y=8x*—x*

6. y=x(x+2)>
7.y=4-x%)>°

8. y=:4

9. y=;‘22_—‘;x

10. y = 75

1. y = x;(j—9

12. y= 5
1B.y=1+1+%

4. y= x;i3

15. y =

16. y=xV5—x

17. y=2+x—x

18. y = Y=

19.y =35

20. y= VX2 +x -2

21. y = x%/3 — 5x2/3

22. y=Vx2 -1

23. y=V3 +1

24. y =3sinx —sin’x

25. y =x+cosx

26. y=xtanx, -m/2 <x <m/2
27. y = ix—sinx, 0 <x < 3n
28. y=secx +tanx, 0 < x < m/2
29. y = 385

30. y = 285

31. y =¥

32. y=esinx, 0<x <27
3. y=1=

34. y =¥ —¢*

174

35. y=x—-Inx

36. y=¢*/x

37. y=(1+¢)2

38. y =In(x? - 3x +2)
39. y = In(sinx)
40. y =¥

41. y = xe™

42. y= (x> -3)e™"

43. y=e +ex

44. y = tan" (=L

x+1

Gjeni njé ekuacion pér asimptotén oblike té kurbés:

45. y — 2+1

x+1

_ 2% +x%+x+3
4e6. y= x242x

_ 432245

47. y= 2x2+x-3
4,2

48. y= SxP+xt4x

x3—x2+2

49. Vértetoni se kurba
y= Vx2 +4x

ka dy asimptota oblike: y = x + 2 dhe y = —x — 2. Pérdoreni
keté fakt peér té ndértuar grafikun.

50. Veértetoni se drejtézat
b b
= — dh = —=X.
y=-_xdhey=—-x

jané asimptotat oblike té hiperbolés

2 2
oo
a b2
51. Le té jeté
B+1
fo =22

Vértetoni se

limy o[ f(x) — x*] = 0.
Kjo tregon se grafiku i f(x) i afrohet grafikut t¢ y = x?, dhe
themisekurbay = f(x)éshté asimptotike me parabolén y = x2.
Pérdoreni kété fakt pér té skicuar grafikun e f(x).

52. Pérdorni sjelljen asimptotike té
1
f(x) = cosx + et

pér té skicuar grafikun e tij pa qené nevoja t¢ kalohet népér
gjithé etapat e studimit t¢ funksionit.
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5.6 Problemet e optimizimit

Metodat qé kemi mésuar né kété kapitull pér gjetjen e ekstreme ve gjejné aplikime praktike né shumé fusha té
jetés. Njé biznesmen kérkon té minimizojé kostot dhe té maksimizojé fitimet. Njé udhétar kérkon té minimizojé
kohén e udhétimit. Né kété paragraf dhe né vazhdim ne do té zgjidhim probleme té tilla si maksimizimi i
sipérfageve, véllimeve, dhe pérfitimeve, si dhe minimizimi i distancave, kohés dhe kostos.

Né zgjidhjen e problemeve té tilla praktike problemi mé i réndésishém éshté shpesh konvertimi i tyre né
probleme té optimizimit matematik duke ndértuar njé funksion qé duhet maksimizuar apo minimizuar.

(Hapat né zgjidhjen e problemeve té optimizimit

1. Té kuptuarit e problemit: Hapi i paré éshté té lexuarit me kujdes i problemit derisa ai t€ behet i qarté pér
lexuesin. Pyesni veten: Cfaré éshté e panjohur? Cilat jané té dhénat? Cilat jané kushtet e dhéna?

2. Vizatimi i njé diagrame: Né shumé probleme éshté e pérdorshme gé té vizatohet njé diagramé dhe té
identifikohen té dhénat dhe ato qé kérkohen né até diagramé.

3. Konvertimi i té dhénave: Shénojmé me njé simbol madhésiné e cila duhet maksimizuar apo minimizuar(le
ta quajmé Q tani pér tani). Gjithashtu zgjedhim simbolet (a,b,¢c,--- , x, y) pér madhésité e tjera té panjohura
dhe e lidhim diagramén me té panjohurat me kéto simbole. Mund té jeté me vend pérdorimi i inicialeve si
simbole - pér shembull, S pér sipérfagen, h pér lartésing, t pér kohén.

4. Shprehim Q né termat e ndonjé prej simboleve té hapit 3.

5. Né qofté se Q éshté shprehur si funksion i mé shumé se dy variblave né hapin 4, pérdorni informacionin
e dhéné pér té gjetur lidhje né formén e ekuacioneve midis kétyre ndryshoreve. Atéheré, pérdorini kéto
ekuacione pér t'i eleminuar kéto ndryshore me pérjashtim té njérit né shprehjen e Q. Né kété ményré Q
do shprehet si funksion i njé ndryshorja x, té themi Q = f(x). Shkruajmé bashkésiné e pérkufizimit té kétij
funksioni.

6. Pérdorim metodat e dy paragrafeve té méparshém pér té gjetur maksimumin apo minimumin absolut té f(x).
Né qofté se bashkeésia e pérkufizimit té f(x) éshté njé interval i mbyllur, atéheré metoda e intervalit t¢ mbyllur
mund té pérdoret.

" J

Shembull 5.34. Njé fermer ka 2400m tel dhe kérkon té rrethojé njé fushé drejtkéndore e cila kufizohet nga njéra ané nga lumi.
Ai kérkon té rrethojé pergjate lumit. Cilat jané pérmasat e fushés qé ajo té keté sipérfagen mé t¢ madhe?

Zgjidhje: Do té donim té maksimizonim sipérfagen S té drejténdéshit. Le té jené x dhe y gjerésia dhe gjatésia e
drejténdéshit (né metra). Atéheré, shprehim S né termat e x dhe y:

S=uxy

por duam ta shprehim S né varési vetém té njé variabli, prandaj ne eleminojmé y duke e shprehur né varési té x.
Pér té béré kéte, pérdorim informacionin e dhéné se gjatésia né total éshté 2400m. Prandaj

2x +y = 2400
Nga ky ekuacion kemi y = 2400 — 2x, qé jep
S = x(2400 — 2x) = 2400x — 2x°
Vérejmé se x > 0 dhe x < 1200 (né té kundért S < 0). Késhtu qé funksioni gé duam té maksimizojmé éshté

S(x) = 2400x — 2x> 0 < x < 1200
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Derivati éshté S'(x) = 2400 — 4x, prandaj pér té gjetur pikat kritike ne zgjidhim ekuacionin
2400 -4x=0

icili na jep x = 600. Vlera maksimum e S mund té ndodhé ose né pikén kritike ose né skajet e intervalit. Meqé
5(0) = 0, 5(600) = 720,000, dhe S(1200) = 0, metoda e intevalit t¢ mbyllur jep vlerén maksimum S(600) = 720, 000.
Pra, fusha drejtkéndore duhet té jeté 600m e gjeré dhe 1200m e gjaté.
O

Shembull 5.35. Njé ené cilindrike éshté béré pér té mbajtur 1L vaj. Gjeni pérmasat qé minimizojné koston e metalit qé duhet
pér prodhimin e enés sé vajit.

Zgjidhje: Le té jeté r rrezja dhe h lartésia e cilindrit (té dyja né centimetra). Né ményré qé té minimizohet kostoja
e metalit, ne minimizojmé sipérfagen totale té cilindrit. Sipérfagja anésore éshté njé drejtkéndésh me pérmasa 2mnr
dhe h. Prandaj sipérfagja éshté

S =2nr* + 2mrh
pér té eleminuar / pérdorim faktin se véllimi éshté 1L, qé i bie té jeté 1000cm?. Prandaj
nr’h = 1000
e prej kétej h = 1000/(rir?). Duke zévendésuar kété né shprehjen e sipérfages do té kemi

2000

S = 2mr? + 27r( ) =2mr? + —

1000
r?
Atéheré funksioni qé duem té minimizojmeé éshté

S(r) = 2mr* + 2000 r>0

Pér té gjetur pikén kritike, derivojmeé:

2000 4(rtr® — 500)
T2 T %)

S'(r) = 4nr

Atéheré S'(r) = 0 kur i =500 = 0, prandaj e vetmja piké kritike éshté r = v/500/7. Meqg bashkésia e pérkufizimit té
S éshté (0, o), ne s'mund té pérdorim testin e intervalit t& mbyllur. Por mund t& vérejmé se S'(r) < 0 pér r < v/500/7
dhe S'(r) > 0 pér r > /500/7. Késhtu qé r = ¥/500/7 pérbén pikén e minimumit lokal. Vlera korresponduese e h né
lidhje me r éshté

_ 1000 1000 5/500

= =24/ — =2
2 w(500/m)2/3 Tt ¢

h

Prandaj pér té minimizuar koston e prodhimit té enés cilindrike duhet qé rrezja e bazés té jeté r = ¥/500/7 cm dhe
lartésia sa dyfishi i rrezes.
o

Vérejtje 5.6. Arqumenti i pérdorur né shembullin e mésipérm pér minimumin absolut vjen si rrjedhojé e testit té derivatit t¢
paré (i cili pérdoret pér ekstreme t lokale) dhe ne do t'i referohemi né té ardhmen.

Lema 5.3 (Testi i derivatit té paré pér vlerat ekstreme absolute). Supozojmé se c éshté njé piké kritike e njé funksioni té
vazhdueshém f(x) té pérkufizuar né njé interval.

(a) Néqoftése f'(x) > 0 pér té gjitha x < c dhe f'(x) < 0 pér té gjitha x > c, atéheré f(c) éshté vlera maksimum absolut e f(x).

(b) Né qofté se f'(x) < 0 pér té gjitha x < c dhe f'(x) > O pér té gjitha x > c, atéheré f(c) éshté vlera minimum absolut e f(x).
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Vérejtje 5.7. Njé metodé alternative pér zgjidhjen e problemit té optimizimit éshté pérdorimi i derivimit implicit. Le ta shohim
edhe njé heré shembullin e mésipérm pér té kété metodé. Punojmé me té njéjtin ekuacion.

S = 2mr? + 2mrh 7r*h = 1000
Por né vend gé té eleminojmé h ne derivomé né ményré implicite té dy ekuacionet né lidhje me r:
S’ = Adnr + 2nth + 2mrk’ 2mrh + it =0
Minimumi ndodh né pikat kritike, késhtu qé marrim S’ = O thjeshtojmé dhe arrijmé né ekuacionet
2r+h+rh" =0 2h+rh =0
dhe nga faktorizimi kemi 2r —h = 0, ose h = 2r.

Shembull 5.36. Gjeni pikén e parabolés y* = 2x e cila éshté mé afér pikés (1,4).

Zgjidhje: Distanca ndérmjet pikés (1,4) dhe (x, y) éshté

d= -1+ (y -4

Por né qofté se (x, y) ndodhet né parabolé, atéheré x = y?/2, késhtu qé shprehja pér d béhet

4= \/<%y2—1>2+<y—4>2

(ose ndryshe mund té zévendésonim y = V2x pér té nxjerré d né terma vetém té x.) Né vend gé t&€ minimizojmé d
ne minimizojmé d2:

1
@ = f(y) = Gy -1+ (y - 47
Duke derivuar pérftojmé
, 1
=2y -Dy+2Ay-4 =y -8

prandaj f'(y) = 0 pér y = 2. Vérejmé se f'(y) < 0 kur y < 2 dhe f’(y) > 0 kur y > 2, késhtu qé nga testi i derivatit té
paré dhe nga testi i vlerave ekstreme absolute, minimumi absolut ndodh pér y = 2. Vlera korresponduese e x éshté
x= y; = 2. Pra, pika né parabolén 1 = 2x qé ndodhet mé afér pikés (1, 4) éshté (2,2).

]

Shembull 5.37. Njé njeri leshoi barkén e vet né njé breg lumi me gjerési 3km né pikén A dhe kérkon té mberrije né pikén
B, 8km larg nga pika korresponduese e A né anén tjetér té lumit, sa mé shpejt té jeté e mundur. Ai mund ta drejtojé barkén
drejt tek pika C e mé pas té shkojé né B, por mund t'i drejtohet direkt pikés B, por edhe mund t'i drejtohet fillimisht njé pike D
ndérmjet C dhe B e prej kétej tek B. Né qofté se ai vozit me 6km/h dhe vrapon me 8km/h, ku duhet té drejtohet qé té arrijé tek
B sa mé shpejt té jeté e mundur? (Pranojmé se shpejtésia e lumit éshté e papérfillshme né krahasim me shpejtésiné me té cilén
vozit njeriu.)

Zgjidhje: Le té jeté x distanca nga C né D, késhtu qé distanca e vrapimit éshté |DB| = 8 — x dhe nga teorema e
Pitagorés distanca e lundrimit éshté |AD| = Vx? + 9. Pérdorim ekuacionin

koha = m
shpejtési

Atéheré koha e lundrimit éshté Va2 + 9/6 dhe koha e vrapimit (8 — x)/8, dhe koha né total T si funksion i x éshté

x2+9+8—x
6 8

T(x) =
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Bashkésia e pérkufizimit té funksionit T éshté [0, 8]. Vérejmeé se po ge se x = 0 ai vozit tek C dhe né qofté se x = 8 ai

vozit drejtpérdrejt tek B. Derivati i T éshté
T (x) =

Prandaj duke pérdorur faktin se x > 0, kemi

X

6Vx2+9 8

T'x) =0 =

X
6Vx2+9 8

1

=1<=>4x=3\/x2+9<=>16x2=9(x2+9)<=>7x2=81<=>x=i

V7

E vetmja piké kritike éshté x = %. Pér té paré se ku ndodh minimumi, tek pika kritike apo né skajet e bashkésisé

sé pérkufizimit [0, 8], ne llogarisim T né té tre pikat:

9

V73

\7
T(0) = 1.5 T(77) =1+ 4 ~133T@) = —~ ~ 142

Megé mé e vogla nga kéto vlera ndodh pér x = %, minimumi absolut ndodh pikérisht kétu. ]

Shembull 5.38. Gjeni sipérfagen e drejtekéndéshit mé t¢ madh qé mund t'i brendashkruhet njé gjysmérrethi me rreze r.

Zgjidhje: Le té jeté gjysmérrethi i rrethit me rreze r, x> + y?> = r> me qendér origjinén e koordinatave. Fjala i
nénshkruar do té thoté se drejtkéndéshi ka dy kulme né gjysmérreth dhe dy kulme té tjera né boshtin e x. Le té jeté
(%, y) njé kulm qé ndodhet né kuadrantin e paré. Atéheré, drejtkéndéshi ka brinjét me gjatési 2x dhe y, késhtu qé
sipérfaqja e tij do jeté

S=2xy

Pér té eleminuar y pérdorim faktin se (x, y) ndodhet né rrethin x* + y? = 1> dhe prej kétej y = Vr2 — x2. Prandaj
S =2xVr2 —x?

Bashkésia e pérkufizimit té kétij funksioni éshté 0 < x < r. Derivati i tij éshté

¢ oI 2x2 _ 2(r* — 2x?%)

Vr2i—x2  Vr-a?

i cili éshté zero kur 2x* = 12, pra x = r/ V2. Kjo vleré e x jep vlerén maksimum té S megénése S(0) = 0 dhe S(r) = 0.

Prej nga sipérfaqja e drejtkéndéshit mé té madh té brendashkruar éshté

8-

Ushtrime:
1. Gjeni sipérfagen e drejtékéndéshit mé té madh qé mund ti

brendashkruhet nje trekédéshi kéndédrejte me katete 3 dhe 4
cm, kur dy brinjé té drejtékéndeshit shtrihen mbi katete.

2. Njé drejtekendésh éshté brendashkruar né njé sferé me reze
r. Gjeni volumin mé té madh té mundshém té kétij cilindri.

3. Gjeni sipérfagen e drejtékéndéshit mé té madh qé mund ti

178

1’2—2:1'2

brendashkruhet elipsit

x2 y?.

a—2+b—2:1.

4. Na jepet 1200 cm® material pér t¢ ndértuar nje kuti me
bazé katrore dhe kapak te hapur. Gjeni volumin mé té madh té
mundshém té kutisé.

5. Gjeni dy numra diferenca e té ciléve éshté¢ 100 dhe produkti
minimum.
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6. Gjeni dy numra pozitové produkti i té ciléve éshté¢ 100 dhe
shuma éshté minimum.

7. Gjeni njé numér pozitiv té tille gé shuma e atij numri me
té anasjelltin e tij té jeté sa mé e vogel qé té jeté e mundur.

8. Gjeni dimensionet e njé drejtekéndéshi me perimeter 100 m
sipérfaqja e té cilit éshté sa mé e madhe.

9. Njé ekip futbolli loz né njé stadium me 55 000 vende.
Cmimet e biletave jané 10 Euro dhe stadiumi eshte mbushur
mesatarisht me 27 000 spektatoré. Kur ¢mimet e biletave u
ulén tek 8 Euro atehere stadiumi mbushej mesatarisht me 33
000 spektatore.

i) Gjeni funksioni e kérkesés (demand function) duke
supozuar se éshté linear.

ii) Sa duhet te jené ¢mimet e biletave qé t€ maksimizojmeé
revenue?

10. Né cilén piké té kurbés
y=1+40x - 3x°
tangjentja ka koeficentin kéndor mé té madh?

11. Veértetoni se nga té gjithé trekéndéshat dybrinjishém me
nje perimetér fiks, ai me sipérfaqe mé té madhe éshté trekéndéshi

barabrinjés.

5.7 Metoda e pérafrimit té Njutonit

Supozojmé se njé shités makinash ju ofron pér té shitur njé makiné pér 18, 000 dollaré me pagesa me késte
prej 375 dollaré né muaj pér pesé vjet. Ju do té donit té dinit se me cfaré interesi mujor jané késtet. Pér té gjetur
pérgjigjen, juve ju duhet té gjeni zgjidhjen e ekuacionit

48x1+x0)P -1 +x)°+1=0 (5.10)
Si do ta zgjidhnit ju njé ekuacion té tillé? Pér njé ekuacion kuadratik ax? + bx + ¢ = 0 ka njé formulé t& njohur
pér rrénjét. Pér ekuacionet e gradés sé treté dhe té katért ka gjithashtu formula pér rrénjét, por ato jané mé té
ndérlikuara. Né qofté se f(x) éshté njé polinom i gradés sé pest€, ose mé té larté, né pérgjithési nuk ka formula
té tilla. Po njélloj nuk ka formula gé t&€ na mundésojné gjetjen e rrénjéve té sakta té ekuacioneve transhendente si
cosx = Xx.

Ne mund té gjejmé njé zgjidhje té pérafért té ekuacionit té mésipérm duke pérdorur grafikun e anés sé majté té
ekuacionit.

Ne shohim se sé bashku me zgjidhjen x = 0 qé nuk paraqget interes pér ne, ka njé tjetér zgjidhje ndérmjet 0.007
dhe 0.008. Duke zmadhuar drejtékéndéshin e pamjes, na del se rrénja éshté aférsisht 0.0076. Né qofté se duam ta
saktésojmé akoma mé shumé ne mund té zmadhojmé né ményré té pérséritur, por kjo éshté e bezdisshme. Njé
alternativé mé e shpejté éshté pérdorimi i njé makine llogaritése pér gjetjen e rrénjéve apo i njé sistemi kompjuterik
algjebrik. Né qofté se ne veprojmé né kété ményré, ne gjejmé se rrénja me saktési deri né nénté shifra pas presjes
éshté 0.007628603

Si punojné kéto sisteme numerike? Ato pérdorin njé mori metodash por shumica e tyre pérdorin metodén e
Njutonit, e cila quhet gjithashtu metoda Njuton - Raphson. Ne do té shpjegojmé se si funksionon kjo metodg,
pjesérisht duke treguar se c'ndodh brenda makinés llogaritése apo kompjuterit dhe pjesérisht si njé zbatim i idesé
sé pérafrimit linear.

Ne e fillojmé me pérafrimin e paré x;. Shqyrtojmé tangenten L ndaj grafikut y = f(x) né pikén (x1, f(x1)) dhe
shohim se L pritet me boshtin e x-ve né x,. Ideja mé prané metodés sé Njutonit éshté gé tangentja éshté shumé afér
kurbés dhe késhtu piképrerja me boshtin e x-ve x, éshté afér me piképrerjen e kurbés me boshtin e x-ve (pra me
rrénjén r). Meqé tangentja éshté drejtéz, ne mund ta gjejmeé lehté piképrerjen me boshtin e x-ve.

Pér té gjetur njé formulé pér x, né termat e x; pérdorim faktin se koefigenti kéndor i L éshté f’(x), késhtu qé
ekuacioni i saj éshté

y— f(xr) = f(x)(x — x1)

Meqé piképrerja me L éshté x;, ne marrim y = 0 dhe do té kemi

0— fx1) = f'(x1)(x2 = x1)
Né qofté se f'(x1) # 0 ne mund té zgjidhim kété ekuacion né lidhje me x,:

f(x1)
1/ (x1)

Xp = X1 —
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Ne pérdorim x; si pérafrim té dyté né lidhje me 7.
E mé pas ne pérsérisim kété proceduré me x; duke e zévendésuar me x,, duke pérdorur tangenten né pikén
(x2, f(x2)). Kjo jep njé pérafrim té treté:

f(x2)
X3 =Xy —
)
Né qofté se ne e vazhdojmé pérséritjen e kétij procesi, pérftojmé njé varg pérafrimesh xi, x, x3, - - -. Né pérgjithési
né qofté se pérafrimi i n-t éshté x, dhe f’(x,) # 0, atéheré pérafrimi tjetér jepet nga
f(xn)
Xps1 = Xy —
" f )

Né qofté se numrat x, béhen gjithnjé e mé té afért me r kur n béhet shumé e madhe, atéheré ne themi se vargu
konvergjon tek r dhe shkruajmé
limx, =7

n—o0

Shembull 5.39. Duke u nisur nga x, = 2, gjeni pérafrimin e treté x3 té rrénjés sé ekuacionit
X —2x-5=0.
Zgjidhje: Pérdorim metodén e Njutonit me f(x) = x> — 2x — 5 dhe f"(x) = 3x% - 2

Veté Njutoni e ka pérdorur kété ekuacion pér té ilustruar metodén e tij dhe zgjodhi x; = 2 pas disa eksperimen-
timeve sepse f(1) = =6, f(2) = —1, dhe f(3) = 16. Atéheré

ey x> —2x, -5
n+l — An 3xﬁ—2
pér n = 2 kemi
x> —2x; -5 25 -2(2)-5
1
O B B, S/ A |
SRR Y 322 -2

Atéheré, me n = 2 ne pérftojmé

X-20-5 ,q_ 21P-221)-5

=2 ~ 2.0946
3x2 -2 3212 -2

X3 = Xy —

Pra, del se pérafrimi i treté x3 = 2.0946 éshté me saktési deri né katér shifra pas presjes dhjetore.
]
Supozojmé se duam té arrijmé né saktésiné e duhur deri né té themi teté shifra pas presjes dhjetore, duke
pérdorur metodén e Njutonit. Si mund ta dimé se kur duhet té ndalojmé? Rregulli qé pérdoret né pérgjithési
éshté ai: kur pérafrimet e njépasnjéshme x,, dhe x,.1 pérputhen deri né teté shifra pas presjes dhjetore. Shohim
se procedura e kalimit nga n né n + 1 éshté e njéjté pér té gjitha n. Kjo do té thoté se progedura éshté mjaft e
pérshtatshme pér pérdorim né njé makiné llogaritése apo kompjuter.

Shembull 5.40. Pérdorni metodén e Njutonit pér té gjetur N2 me saktési deri né teté shifra pas presjes.

Zgjidhje: Fillimisht vérejmé se gjetja e V2 éshté ekuivalente me gjetjen e rrénjés pozitive té ekuacionit
x*-2=0
késhtu qé marrim f(x) = x® — 2 dhe f’(x) = 6x° dhe formula e Njutonit béhet

x6 -2

5
6x;,

Xn+l = Xn —
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Né qofté se zgjedhim x; = 1si pérafrim fillestar, atéheré pérftojmé
xy = 1.16666667

x3 ~ 112644368
x4 ~ 1.12249707
x5 ~ 1.12246205
x¢ ~ 1.12246205

Megqé x5 dhe x¢ pérputhen deri né teté shifra pas presjes, konludojmé se
V2 ~ 1.12246205

deri né tetéshifra pas presjes.

Shembull 5.41. Gjeni rrenjét e

flx) = x3 =242,
me piké fillestare x = 1.
Zgjidhje: Njé paraqitje grafike éshté dhéné né Fig. ??. Lexuesi té kryejé
llogaritjet dhe té vértetpjé se pas 10 hapash ne marrim $ Nerations of Newton's Method Applied to

fix) = x"3-2#x"2
with Initial Point x = 1/2

x10 = 0.0003501180175

dhe pas 100 hapash kemi

=0.1 4

X100 = 2.82773566410731.
-02 4

O

Shembull 5.42. Gjeni deri me saktési deri né gjashté shifra pas presjes rrénjén 031
e ekuacionit

COSX =X -0.4 - \
| x) Tangent l:nesl

Zgjidhje: Fillimisht e rishkruajmé ekuacionin né trajtén standarte: Figura 511: Metoda e Njutonit pér

cosx—x=0 flx) = 2% —2a2
prej nga f(x) = cosx — x dhe f’(x) = —sinx — 1, dhe formula e Njutonit béhet

COSXy — Xy COS Xy — Xy

Xn+1 = X — : = + —
" " —sinx, -1 " sinx, +1

Né ményré qé té supozojmé njé vleré té pérshtatshme pér x; studjojmé grafikun e y = cosx dhe y = x. Duket
se ata priten né njé piké abshisa e té cilés éshté dicka mé pak se 1, késhtu gé le ta marrim x; = 1 si prafrim fillestar.

Atéheré, marrim
x> ~ 0.75036387

x3 =~ 0.73911289
x4 = 0.73908513
x5 =~ 0.73908513

Megqé x4 dhe x5 pérputhen deri né gjashté shifra pas presjes (teté né fakt) ne arrijmé né pérfundimin se rrénja me
saktési deri né gjashté shifra pas presjes, éshté 0.73908513.
m]
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Ne mund té pérdorim grafikun e dhéné nga njé makiné llogaritése grafike ose njé kompjuter. Njé grafik me
kalkulator sugjeron qé té pérdorim x; = 0.75 si pérafrim fillestar. Dhe prej kétej metoda e Njutonit na jep
x2 ~ 0.73911114
x3 ~ 0.73908513
x4 ~ 0.73908513

pra ne pérftojmeé té njéjtén pérgjigje por mé shpejt se mé paré. Ju mund té pyesni se pse nuk pérdret gjithmoné
metoda e Njutonit duke u nis nga paragqitja grafike né njé kompjuter? Por pérgjigja éshté sepse kur kérkohet saktésia
deri né njé ose dy shifra pas presjes jemi né rregull me pérdorimin e grafikut, por kur kérkohet saktési mé e madhe,

zmadhimi heré pas here i grafikut éshté i bezdisshém.
Ushtrime:

1. Supozojmé se drejtéza y = 5x — 4 éshté tangente me kurbén
y = f(x) kur x = 3. NE qofté se pérdoret metoda e Njutonit

fillestar éshté x1 = 3, gjeni pérafrimin e dyté x,.
2. Pérdorni metodén e Njutonit me pérafrim fillestar té fiksuar
X1, pér té gjetur xs, pérafrimin e treté té rrénjés sé ekuacionit
té dhéné.
P +2x—4=0,x=1
3. ¥ +3x°+3=0,x =-3
4. X°—x-1=0,x =1
5 x°4+2=0,x=-1

6. Pérdorni metodén e Njutonit me pérafrim fillestar x; = —1
pér té gjetur x, pérafrimin e dyté té rrénjés sé ekuacionit
x3+x+3 = 0. Shpjegoni sesi funksionon metoda duke ndértuar
fillimisht grafikun e funksionit dhe tnagentes né (-=1,1)

7. Pérdorni metodén e Njutonit pér té pérafruar numrat e
dhéné ma saktési deri né teté shifra pas presjes dhjetore.

20, V100
8. Peérdorni metodén e Njutonit pér té pérafruar rrénjén e
ekuacionit té dhéné ma saktési deri né gjashté shifra pas pres-

jes dhjetore.
x* — 2x% + 5x% — 6 = 0 né intervalin [1,2]

9. 2.2x°—4.4x3+1.3x*>—0.9x —4.0 = 0 né intervalin [-2,—1]
..... 2

..... 4

12. Pérdorni metodén e Njutonit pér té gjetur té gjithé rrén-
jét e ekuacionit me saktési deri né gjashté shifra pas presjes

dhjetore.
¥=1+x
13. ¥ =3 - 2x

14. (x —2)? =Inx
15. 1=1+23

16. cosx = Vx

17. tanx = V1 -2

182

18. Pérdorni metodén e Njutonit pér té gjetur té gjitha rrénjeét
e ekuacionit me saktési deri né teté shifra pas presjes dhjetore.
Niseni duke vizatuar grafikun pér té pércaktuar pérafrimin
fillestar.

- —6xt—x+x+10=0

19. x2(4 —x%) =

X241
20. x¥2V2—x-x2=1
21. 3sin(x?) = 2x
22. 4esinx=x2—x+1

23. &7 = Vi 11

24. Shpjegoni pse nuk funksionon metoda e Njutonit né gjet-

jen e rrénjés sé ekuacionit x> —3x + 6 = 0, né qofté se pérafrimi
fillestar éshté zgjedhur té jeté x; = 1.

25. (a) Pérdorni metodén e Njutonit me x; = 1 pér té gjetur
rrénjén e x> —x = 1 me saktési deri né gjashté shifra pas presjes
dhjetore.

(b) Zgjidheni ekuacionin e pikés (a) duke pérdorur x; = 0.6
si pérafrim fillestar.

(c) Zgjidheni ekuacionin e pikés (a) duke pérdorur x; =
0.57 si pérafrim fillestar.

(d) Ndértoni grafikun e f(x) = x> — x — 1 dhe tangentes
sé tijné x1 =1, x; = 0.6, dhe x1 = 0.57 pér té shpjequar pse
metoda e Nutonit éshté kaq e ndjeshme ndaj vlerés sé pérafrimit
fillestar.

26. (a) Pérdorni metodén e Njutonit pér té gjetur numrat kri-
tike té funksionit f(x) = x% — x* + 3x3 — 2x me saktési deri né
gjashté shifra pas presjes.

(b)Gjeni vlerén e minimumit absolut té f(x) me saktési
deri né katér shifra pas presjes dhetore.

27. Pérdorni metodén e Njutonit pér té gjetur vlerén e mak-
simumit absolut té funkionit f(x) = xcosx, 0 < x < 1, me
saktési deri né gjashté shifra pas presjes.

28. NE pafundesiné e drejtézave gé jané tangente ndaj kurbeés
y = —sinx dhe qé kalojné nga origjina njéra prej tyre ka koe-
ficentin kéndor mé t¢ madh. Pérdorni etodén e Njutonit pér
te gjetur koefigentin kéndor té késaj drejtéze me saktési deri né
gjashté shifra pas presjes dhjetore.
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5.8 Antiderivatet

Njé fizikant i cili njeh shpejtésiné e 1évizjes sé njé grimce, mund t'i nevojitet té dijé pozicionin e saj né njé moment
té caktuar kohe. Njé inxhinjer i cili mund té masé shpejtésiné me té cilén rrjedh uji nga njé rezervuar, mund t'i
nevojitet té dijé sasiné e ujit qé ka rrjedhé gjaté njé periudhe té caktuar kohe. Njé biolog i cili njeh shpejtésiné me té
cilén rritet njé popullim bakteriesh mund té dojé té dijé se sa do té jeté popullimi né njé kohé né té ardhmen. Né
secilin rast, problemi éshté té gjendet njé funksion f(x) derivati i té cilit dihet se éshté f(x).

Pérkufizim 5.6. Njé funksion f(x) quhet antiderivat (primitivé) i f(x) né njé interval I né qofté se F'(x) = f(x) pér té
gjithé x né I.

Pér shembull, le té jeté f(x) = x*>. Nuk éshté e véshtiré té gjesh njé antiderivat (primitivé) té kétij funksioni
duke kujtuar rregullin fuqi té derivimit. Né fakt, né qofté se F(x) = %xz’, atéheré F'(x) = x2 = f(x). Por funksioni
G(x) = 3x* + 100 gjithashtu kénaq barazimin G’(x) = x%. Prej nga té dy funksionet f(x) dhe G jané primitivé t& f(x).
Pér mé tepér ¢do funksion i formés H(x) = 1x° + C, ku C éshté njé konstante, éshté njé primitivé e funksionit f(x).
Lind pyetja: A ka té tjera primitiva?

Pér t'ju pérgjigjur késaj pyetjeje, rikujtojmeé se né fillim té kétij kapitulli ne pérdorém teoremén Langranzh pér
té vértetuar se dy funksione gé kané né njé interval té njéjtin derivat, atéheré ata ndryshojné nga njéri tjetri me njé
konstante. Prandaj né qofté se f(x) dhe G jané dy primitivé té f(x), atéheré

F(x) = f(x) = G'(x)

késhtu gé G(x) — F(x) = C, ku C éshté njé konstante. Mund ta shkruajmé kété si G(x) = F(x) + C, késhtu qé kemi
rezultatin e méposhtém.

Teorema 5.10. N¢ qofté se f(x) éshté njé primitivé e f(x) né intervalin 1, atéheré primitivi i pérgjithshem e f(x) né I éshté
F(x)+C

ku C éshté njé konstante e ¢cfarédoshme.

Duke u kthyer tek funksioni f(x) = x?, ne shohim se primitivi i pérgjithshém e f(x) éshté x—; + C. Duke i dhéné
vlera té vecanta konstantes C, ne pérftojmé njé familje funksionesh grafikét e té ciléve jané té zhvendosur vertikalisht
nga njéri tjetri.

Meé poshté po japim antiderivatet e disa funksioneve elementare.

Funksioni | Primitivé e vecanté || Funksioni | Primitive e vecante
cf(x) cF(x) sinx —cosx
f(x) + g(x) F(x) + G(x) 1/ cos® x tan x
xn+1 1
x'(n # -1) o 5 fanx tanlx
1/x In|x| 1 sin"x
11—x2 1
X X -
e 'e o2 tan " x
cos x sin x

Tabela 5.5: Funksioni dhe primitivet

Shembull 5.43. Gjeni primitivin e pérgjithshém té secilit prej funksioneve né vazhdim.
(a) f(x) =sinx
(b)f(x)=1/x
(c) flx) =x",n# -1

Zgjidhje: (a) Né qofté se F(x) = — cos x, atéheré F’'(x) = sinx, késhtu qé njé primitivé e sinx éshté — cosx. Dhe nga
teorema e mésipérme primitivi i pérgjithshém do jeté G(x) = —cosx + C.

(b) Rikujtojmé se £ (Inx) =1
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Késhtu gé né intervalin (0, co) primitivi i pérgjithshém 1/x éshté In x + C. Ne gjithashtu kemi mésuar se

d 1
E(ln [x) = p

pér té gjitha x # 0. Teorema e mésipérme na thoté se primitivi i pérgjithshém i f(x) = 1/x éshté In|x| + C né ¢do
interval qé nuk pérmban 0. Né vecanti, kjo éshté e vérteté né secilin nga intervalet (—co,0) dhe (0, o). Késhtu qgé
primitivi i pérgjithshém i f(x) éshté

) = Inx +C4 né qofté se x>0
() = In(-x)+ C, mnéqoftése x<0

(c) Ne pérdorim rregullin fuqi pér té gjetur njé primitiv té x". Né fakt, né qofté se n # —1, atéheré

n

n+1

d (2 (1t
dx\n+1) " a

késhtu qé primitivi i pérgjithshém pér f(x) = x" éshté

n+1

F(x) = +C

n+1

Kjo éshté e vlefshme pér n > 0 duke gené se f(x) = x" éshté pérkufizuar né njé interval. Né qofté se n éshté
negative (por n # —1), kjo ka vleré pér ¢do interval qé nuk pérmban 0.
O

Antidenvatives of
fix)=x*sin(x)
on the Interval [0, 3] )

A class of antiderivatives of {f{x)
An antiderivative of f{x)

f(x)

Figura 5.12: Antiderivativét e funksionit f(x) = x sin x né intervalin [0, 3].

Ashtu si né shembullin e mésipérm, ¢do formulé derivimi, kur lexohet nga e djathta né té majté, na jep njé
formulé pér gjetjen e primitivave. Né tabelén e méposhtme ne po shénojmé disa primitivé té vecanta. Cdo formulé
né tabelé éshté e vérteté sepse derivati i funksionit né kollonén e djathté éshté né kollonén e majté. Né vecanti
formula e paré thoté se primitivé e njé funksioni shumézuar me njé konstante éshté e barabarté me konstanten
shumézuar me primitivén e veté funksionit. Formula e dyté thoté se primitivé e shumés sé dy funksioneve éshté e
barabarté me shumén e primitivave té atyre funksioneve (pérdorim shénimin F’ = f dhe G’ = g).

Shembull 5.44. Gjeni nje antiderivat té funksionit f(x) = x sinx. Ndértoni grafikun e kétij antiderivati né intervalin [0, 3].
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Zgj idhje: Antldeeratéf e f(x) =X Sil’lx jane An Antiderivative of
fix)=x*simix
on ll\t’im:n-a[ U)’. 3]

fxsinx =sinx —xcosx + C.

Grafi i njérit prej tyre éshté dhéné né Fig. ??. Njé klasé antiderivatesh
éshté dhéné ne Fig. ??.

]
Né shembujt qé vazhdojné ne ndértojmé grafikét e disa klasa an- |
tiderivatesh.
Shembull 5.45. Gjeni antiderivatét e funksionit 0 .
1 2
f(x) = x2 Sinx ‘ flx) An an‘tidenvml\-c quX)l
né intervalin [-3, 3]. Figura 5.13: Njé antiderivativét i funk-

sionit f(x) = xsinx né intervalin [0, 3].
Zgjidhje: Antiderivatét e f(x) = x*sin x jané

fo sinx = —x?cosx + 2cosx + 2xsinx + C.

Grafi i njérit prej tyre éshté dhéné né Fig. ?2.

O
An Antidenivative of
fix)=x"2*sin(x)
on the Interval [-3. 3]
4
—
[ fix) An antiderivative of f{x)]
Figura 5.14: Antiderivativét e funksionit f(x) = x? sin x né intervalin [-3, 3].
Shembull 5.46. Gjeni antiderivativét e funksionit
f(x) = xcosx
né intervalin [0, 27].
Zgjidhje: Antiderivatét e f(x) = x cosx jané
fxcosx =cosx +xsinx +c
Grafi i tyre éshté dhéné né Fig. ??.
O

Shembull 5.47. Gjeni té gjitha funksionet g(x) té tilla qé

g'(x) =4sinx +

2x° — \x
x
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Antiderivatives of
fix)=x*cos(x)
on the Tnterval [0, 24Pi]

.ﬁxj /

AN
A class of antidenivatives of f{x)
An antiderivative of f{x)

Figura 5.15: Antiderivativét e funksionit f(x) = x cos x né intervalin [0, 27].

Zgjidhje: Fillimisht e rishkruajmé funksionin e dhéné si mé poshteé:

2x5  Ax

1
/ — 4 . + _ — 4 . + 2 4 _
g (x) sinx -~ r sinx + 2x —\/}
Késhtu gé ne duam té gjejmé njé primitive té funksionit

g’ (x) = 4sinx +2x* —x71/2

Duke pérdorur formulat e tabelés sé mésipérme sé bashku me teoremén, pérftojmé

/
g(x) = 4(—cosx) + 2(%5) - % +C

2
=—4cosx+§x5—2\/§+C

]

Né zbatimin e Kalkulusit éshté mjaft e zakonshme paragqitja e njé situate té tillé si né kété shembull, ku kérkohet

té gjendet njé funksion, kur njihen té dhéna pér derivatin e tij. Njé ekuacion qé pérfshin derivatin e funksionit quhet

ekuacion diferencial. Njé zgjidhje e pérgjithshme e njé ekuacioni diferencial pérfshin njé konstante té ¢farédoshme

sikurse né shembullin e mésipérm. Megjithaté, mund té keté disa kushte ekstra té dhéna, gé mund té pércaktojmé
konstanten e prej kétej té specifikojné njé zgjidhje té vecanté.

Shembull 5.48. Gjeni f(x) né qofté se
f(x) =" +20(1 +x%)7!

dhe £(0) = —2.

Zgjidhje: Primitivi i pérgjithshém e

flx)=¢€"+

1+ x?
éshte
f(x)=¢* +20tan"'x +C

Pér té pércaktuar C pérdorim faktin se f(0) = —2:
f(0)=e"+20tan' 0+ C = -2
prej nga kemi C = -2 — 1 = -3, né vecanti zgjidhja éshté
f(x) =€ +20tan"'x -3

O
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Shembull 5.49. Gjeni f(x) né qofté se
f7(x) = 12x% + 6x — 4

dhe £(0) = 4, dhe f(1) = —1.

Zgjidhje: Primitivi i pérgjithshém e f”(x) = 12x> + 6x — 4 éshté

¥ K2
f’(x)=12§+6?—4x+C=4x3+3x2—4x+C

Duke pérdorur rregullin e primitivés edhe njé heré, gjejmé se

o x?
f(x):4z +3§—4E+Cx+D:x4+x3—2x2+Cx+D
Pér té pércaktuar C dhe D pérdorim kushtet e dhéna se f(0) = 4, dhe f(1) = —1. Meqé f(0) =0+ D, kemi D = 4.
Megqé
fM)=1+1-2+C+4=1

marrim C = —-3. E prej kétej funksioni i kérkuar éshté

f(x)=x4+x3—2x2—3x+4

5.8.1 Gjeometria e primitivave.

Né qofté se na éshté dhéné grafiku i njé funksioni f(x), éshté e mundur qgé té skicohet edhe grafiku i njé primitive
té tij f(x). Supozojmé pér shembull se na éshté dhéné F(0) = 1. Atéheré, kemi njé vend nga duhet té nisemi, pika
(0,1), dhe drejtimin sipas té cilit duhet té 1évzim lapsin né letér qé na e jep né ¢do hap derivati F'(x) = f(x). Né
shembullin né vazhdim pérdorim parimet e kétij kapitulli pér té treguar se si ndértohet grafiku i f(x) edhe pse
nuk kemi njé formulé pér f(x). Mund té jeté njé rast kur, pér shembull f(x) éshté pérkufizuar sipas té dhénave
eksperimentale.

Shembull 5.50. Né qofté se f(x) = V1 + x2 — x, skiconi grafikun e primitivés f(x) qé kénaq kushtin F(-1) = 0.

Zgjidhje: Ne mund té pérpiqemi gjithé ditén pér té menduar pér formulén e primitivés sé f(x), dhe t&€ mos kemi
sukses. Njé mundési e dyté do té jeté vizatimi i grafikut té f(x) fillimisht dhe mé pas duke pérdorur até skicimi i
grafikut té f(x) si né shembullin e méparshém. Kjo funksionon, por le t€ shohim njé grafik mé té pérshtatshém qé
merret nga i e ashtuquajtura fushé e drejtimit.

Megqé f(0) = 1, grafiku i f(x) ka koefigent 1 kur x = 0. Késhtu ne vizatojmé segmente té shkurtra tangentesh
me koefigent 1, té gjitha té gendérzuara né x = 0. B&mé té njéjtén gjv me vlera té ndryshme té x. Quhet fusha e
drejtimit sepse secili segment tregon drejtimin sipas sé cilit kurba y = F(x) procedon né até piké.

Tani ne pérdorim fushén e drejtimit pér té skicuar grafikun e f(x). Meqgé kushti fillestar éshté F(—1) = 0, ne
nisemi nga pika (-1, 0) dhe vizatojmé grafikun duke ndjekur drejtimin e segmenteve té tangenteve. Cdo primitivé
tjetér mund té merret nga zhvendosja e grafikut té f(x) lart ose poshté.

O

5.8.2 Lévizja drejtétvizore

Primitivat jané pérdorur zakonisht né analizimin e 1évizjes sé njé objekti pérgjaté njé vije té drejté. Rikujtojmé
se né qofté se njé objekt ka si funksion pozicion s = f(t), atéheré funksioni shpejtési éshté v(t) = s’(t). Kjo do té
thoté se funksioni pozicion éshté primitivé e funksionit shpejtési. Né ményré té ngjashme funksioni nxitim éshté
a(t) = v'(t), prandaj funksioni shpejtési éshté primitivé e funksionit nxitim. Né qofté se nxitimi dhe vlerat fillestare
s(0) dhe v(0) njihen, atéheré funksioni pozicion mund té gjendet duke pérdorur rregullin e primitivés dy heré.

Shembull 5.51. Njé grimcé léviz sipas njé vije té drejté dhe ka nxitim té dhéné nga a(t) = 6t + 4. Shpejtésia fillestare e saj
éshté v(0) = —6cm /s dhe pozicioni fillestar éshté s(0) = 9cm. Gjeni funksioni pozicion s(t).
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Zgjidhje: Meqé v'(t) = a(t) = 6t + 4, kemi
t2
v(t):65 +4t+C =32 +4t+C
Megé v(0) = C dhe na éshté dhéné se v(0) = —6 atéheré C = —6 dhe
v(t) =32 +4t -6

Megé v(t) = s'(t), s éshté primitiv i v:

£o#
s(t)=3§+45—6t+D=t3+2t2—6t+D

Kjo jep s(0) = D. Na éshté dhéné s(0) = 9, késhtu gé D = 9 dhe funksioni pozicion i kérkuar éshté
s() =2 +2t2 =6t +9
O

Njé objekt prané sipérfages sé tokés éshté subjekt i forcés gravitacionale qé prodhon nxitimin e rénies sé liré té
shénuar me g(x). Pér lévizjen prané tokés pranojmé se g(x) éshté konstant, vlera e tij éshté rreth 9.8m/s2.

Ushtrime:

Gjeni primitivin e pérgjithshém té funksionit. Kon- 18. f(x) = ﬁ;ﬁ
trolloni pérgjigjen tuaj népérmjet derivimit.
Gjeni primitivin f(x) té f(x) e cila kénaq kushtet e dhéna.
Kotrolloni pérgjigjen tuaj duke krahasuar grafikét e f(x)

1. fx)=x-3 dhe f(x).
2. f(x) = 33> —2x+6 19. f(x) = 5x* — 225, F(0) = 4
3. f(x) =3 +3x* — 318 20. f(x)=4-3(1+x?)"LF1)=0
4. f(x) =8x7 — 3x0 +12:3 Gjeni f(X)
5 f(x) =(x+1)(2x - 1)
6. f(x) = x(2 — x)? 21. f”(x) = 6x + 12x2
7. f(x) = 5xl/4 — 7x3/4 2. frx) =242 +x°
8. f(x) =2x+3x!7 2. f1() =3P
17 —
9. F(x) = 64F - 4 24. f"(t)=e

25. f"(t) =t— It
26. f'(x)=1—-6x, f(0)=38
27. f'(x)=8x>+12x+3, f(1) =6

10. f(x) = Vad + Vit
1. f) =1

12. f(x) = M 28. f'(x) = Vx(6 +5x), f(1) = 10

13. f(x) = 3¢" + 7sec®x 29. f'(x) =2x-3/x*, x>0, f(1)=3

14. f(x) = cosx —5sinx 30. f/(v) =L, f() =14, f(-1) =0

15. () = & + 2sinht 3. f'(x)=x"13, f(1) =1, f(-1) = -1

16. f(x) = 5¢* — 3 coshx 32. f'(x) = \,14_7 fGh=1

17. f(x) = St 33. f(x) = 24x% +2x + 10, f(1) = 5, f'(1) = -3
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34. f(x) =4—6x—10x% f(0) =2, f'(0) =1
35. f7(x)=2-12x, f(0) =9, f2) =15

36. f(x) =202 + 1222 +4, f(0) = 8, f(1) = 5
37. f"(x) =2+cosx, f(0) = -1, f(n/2) =0

38. f7(f) = 2¢' + 3sint, f(0) =0, f() =0

39. f"(x)=x2,x>0,f(1)=0, f2) =0

40. f""(x) = cosx, f(0) =1, f/(0) =2, f(0) =3

41. Eshté dhéné qé grafiku i f(x) kalon nga pika (1,6) dhe se
koefigenti kéndor i tangentes né pikén (x, f(x)) éshté 2x + 1,
gjeni f(2).

42. Gjeni njé funksion f(x) té tillé gé f'(x) = x°, dhe drejtéza
x +y = 0 éshté tangente ndaj grafikut té f(x).

Ndértoni grafikun e f(x) dhe pérdoreni pér té skicuar
primitivin qé kalon nga origjina.

43. f(x) =M 27 <x<2n

1+x27

44. f(x)= Vx*-2x2+1-1,-15<x<15

©Albanian Institute of Mathematics

Njé grimcé 1éviz sipas té dhénave t&€ méposhtme. Gjeni
pozicionin e grimcés.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

o(t) = sint — cost, s(0) = 0

o(t) = 1.5V, s(4) = 10

a(t) = t-2,5(0) =1,0(0) = 3

a(t) = cost + sint, s(0) = 0, v(0) = 5

a(t) = 10sint + 3 cos t, s(0) = 0, s(2m7) = 12
a(t) = t* — 4t +6,5(0) = 0, s(1) = 20

Vértetoni se pér lévizjen drejtévizore me nxitim konstant

a, shpejtési fillestare vy, dhe zhvendosje fillestare sy, zhvendosja
pas kohés t éshté

52.

15
S=§€lt + Upt + 59

Cfaré nxitimi konstant kérkohet pér té rritur shpejtésiné e

njé makine nga 30km/h né 50km/h né 5s?
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